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Kapitel 1

Einleitung

Seit der theoretischen Vorhersage des Josephson Effekts [1] durch B. D. Jo-
sephson im Jahr 1962 und der ersten experimentellen Bestdtigung durch An-
derson und Rowell im Jahr 1963 [2], steht die sogenannte Josephson Physik
im Blickfeld der Forschung. Das Interesse ist dabei sowohl auf die vielseitige
Grundlagenphysik, als auch auf zahlreiche technische Anwendungen zuriick-
zufiihren.

Der Josephson-Effekt tritt zwischen zwei Bereichen supraleitenden Materials
auf, wenn diese nur schwach miteinander gekoppelt sind. Eine solche schwache
Kopplung 148t sich technisch in sogenannten Josephson-Kontakten realisieren,
in denen zwei Supraleiter etwa iiber eine Tunnelbarriere, eine kurze Veren-
gung des Supraleiters, oder ein normalleitendes Metall elektrisch miteinander
verbunden sind [3]. Josephson-Kontakte dieser drei Bauformen werden ent-
sprechend ihres strukturellen Aufbaus als SIS-, SCS- und SNS-Kontakte be-
zeichnet, wobei S fiir Supraleiter, I fiir Isolator (Tunnelbarriere), C fiir Veren-
gung (constriction) steht. In Folge des Josephson-Effekts kann ein Josephson-
Kontakt auch Suprastréme tragen, deren Stirke durch die fiir den Kontakt cha-
rakteristische Stromdichte J. nach oben beschrénkt ist. In einer kleinen Umge-
bung der Stelle schwacher Kopplung 148t sich die Suprastromdichte J; durch
den Kontakt lokal beschreiben als J; = J, - sin ¢, wobei ¢ die Phasendifferenz
zwischen den beiden supraleitenden Elektroden ist. Die dem Josephson-Effekt
zugrundeliegende Physik ist nicht zuletzt deshalb von groflem Intresse, weil
sich hierbei quantenmechanische Eigenschaften in makroskopischen Mefigrofien
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manifestieren. Die Phasendifferenz zwischen den Wellenfunktionen, welche die
fiir die Supraleitung verantwortlichen Cooperpaare in den beiden Supraleitern
charakterisieren, bestimmt sowohl den iiber den Kontakt flieBenden Strom als
auch die Spannung, die iiber dem Kontakt abfillt. Der Josephson Effekt in
SNS- Kontakten ist bereits seit geraumer Zeit Gegenstand sowohl der experi-
mentellen [4, 5] als auch der theoretischen Forschung [6], wobei das Hauptau-
genmerk bislang auf der Berechnung des kritschen Stroms J, [7] lag. Bereits
de Gennes [6] zeigte, dafl die Existenz eines Suprastroms in solchen Strukturen
durch den Proximity-Effekt verursacht wird. In den letzten Jahren wurde deut-
lich, daf8 Proximity-Effekt [8] und Andreev-Reflektion zwei Facetten des selben
Phénomens darstellen (s. Kapitel 4). Es werden Korrelationen im normallei-
tenden Bereich des Kontakts erzeugt, welche dort Supraleitung ermoglichen.
Diese Korrelationen werden von phasenkohirenter Andreev-Reflektion an der
S-N-Grenzfliche vermittelt.

Zu den bekanntesten technischen Anwendungen des Josephson-Effekts zihlen
sogenannte Superconducting QUantum Interference Devices, kurz SQUIDs.
Diese sind in der Lage, magnetische FluBdnderungen zu messen, die kleiner
sind als ein hunderttausendstel (107°) des elementaren FluBquants ®,. Aktu-
elle Forschungsaktivititen zielen auch in Richtung weiterer Quanteneffekte in
Josephson-Kontakten. Neuere Arbeiten beschéftigen sich z. B. mit mesosko-
pisch langen Kontakten [9] oder untersuchen makroskopisches Quantentun-
neln (MQT) und makroskopische Quantenkohérenz (MQC) [10]. Ein weiteres
Hauptforschungsgebiet beschéftigt sich mit nichtlinearer Elektrodynamik [11],
z.B. der Flufidynamik in Schichtstrukturen [12].

Nichtgleichgewichts-Phénomene in supraleitenden Systemen [13] haben in letz-
ter Zeit enorm an Bedeutung gewonnen, da neue Experimente [14] nichtlo-
kale und groflenabhéingige Effekte unterhalb der charakteristischen Energie
Ethouless = BD/L? zeigen. Hierbei ist D = vyl./3 die Diffusionskonstante im
Halbleiter, vp die Fermigeschwindigkeit, [, die mittlere freie Wegldnge der La-
dungstriager und L die Lénge des Kontakts. Die Untersuchung dieser Fragestel-
lungen ist sowohl fiir die Grundlagenforschung als auch fiir nanoelektronische
Anwendungen [15] interessant. Ein Beispiel dafiir sind SNS-Transistoren (vgl.
Abb. 1.1), welche bereits experimentell untersucht wurden [16, 17]. Fiir die
Computer-Technologie bieten logische Schaltkreise aus Josephson-Kontakten
interessante Anwendungsmoglichkeiten. Die sogenannte RSFQ Impulse Logic
versucht beispielsweise Alternativen zur géngigen Halbleiter-Technologie zu
eroffnen. RSFQ steht fiir Rapid Single Fluxr Quantum. In RSFQ Bauteilen
werden bewegte Flufiquanten als Informationstréger benutzt — das Eintreffen



(a) (b)
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Abbildung 1.1: Mdgliche Realisierungen von SHS-Transistoren, welche als SNS-
Transistor bereits existieren [16]. Der Suprastrom wird (a) mittels eines ortho-
gonalen oder (b) parallel angelegten Normal-Stroms gesteuert.

eines solchen Fluflquants an einer bestimmten Stelle in einem bestimmten Zei-
tintervall symbolisiert die logische Eins, das Ausbleiben die Null. Gesteuert
wird der Prozefl durch einen externen Takt oder, und das ist grundlegend an-
ders als in der Halbleiter-Technik, durch einen internen, selbst erzeugten Takt.
Ziel ist es, Verarbeitungsgeschwindigkeiten im Sub-Terahertz Bereich zu er-
reichen. Testschaltungen haben ihre Funktionsfihigkeit bis zu rund 100 GHz
bereits unter Beweis gestellt, siche z.B. [18].

In dieser Diplomarbeit wird das Verhalten eines mesoskopisch langen Josephson-
Kontakts im ballistischen Regime behandelt. Dieser wird in einem dufleren Ma-
gnetfeld untersucht, wobei eine Halbleiter-Barriere als Trennschicht zwischen
zwei supraleitenden Elektroden verwendet wird (SHS-Kontakt). Wéhrend in
den oben angefiihrten Arbeiten der kritische Strom J. Gegenstand der Un-
tersuchungen ist, steht hier die magnetfeldabhéngige Stromdichteverteilung
innerhalb der Barriere im Mittelpunkt der Betrachtungen. Diese entspricht
einem entlang der Breite des Josphson-Kontakts periodischen Quasiteilchen-
Strom, welcher zunéchst durch quasiklassische Methoden analytisch bestimmt
wurde [19]. Das Auftreten von Wirbelstromen, welche durch ein dufleres Ma-
gnetfeld senkrecht zur Ebene des Kontakts hervorgerufen werden, fiihrt auf ein
Selbstkonsistenz-Problem, das ausschliefilich numerisch gelést werden kann.
Aus dem iterativ berechneten, selbstkonsistenten Josephson-Strom wird die
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Josephson-Eindringtiefe \; bestimmt, die das Abschirmverhalten der Halb-
leiterbarriere gegeniiber dem &ufleren Magnetfeld fiir verschiedene Temperatu-
ren und Magnetfeldstéirken charakterisiert.

Die hier gezeigte quasiklassische Herleitung des Josephson-Stroms ist beson-
ders deshalb interessant, weil sie in jiingster Zeit durchgefiihrte Experimente
[20, 21] theoretisch beschreiben kann, was in Kapitel 7.1 ausfiihrlich diskutiert
wird.

Diese Arbeit ist folgendermaflen aufgebaut: Zuerst wird der zu untersuchende
Kontakt im Detail charakterisiert. Anschlieend diskutiere ich das Verhalten
der Stromverteilung in der Barriere bei Anwesenheit eines homogenen externen
Magnetfelds fiir den Grenzfall, dal keine duflere Spannung anliegt. Im weiteren
werden theoretische Methoden vorgestellt, die geeignet sind, den Kontakt in
einem quasiklassischen Regime, also im Niederenergie-Bereich, zu beschreiben.
Der fiir diese Arbeit wichtigste physikalische Proze$}, die Andreev-Reflektion an
den S-H-Grenzflichen des Kontakts, wird in einem eigenen Kapitel erldutert.
Das Verhalten der Stromverteilung in der Barriere unter Anwesenheit eines
allgemeinen, nicht notwendigerweise homogenen, &dufleren Magnetfelds wird
im Detail diskutiert. Daran ankniipfend erfolgt die selbstkonsistente Berech-
nung des Josephson-Stroms mittels der Maxwell-Beziehungen und deren gra-
phische Auswertung. Aus dem selbstkonsistenten Strom wird die Josephson-
Eindringtiefe bestimmt, und schliellich werden die theoretisch gewonnenen
Ergebnisse mit aktuellen Experimenten verglichen.



Kapitel 2

Der Supraleiter-Halbleiter-
Supraleiter-Kontakt

2.1 Der schematische Aufbau der
Supraleiter-Halbleiter-Supraleiter-
Sandwichstruktur

In dieser Diplomarbeit wird eine Supraleiter-Halbleiter-Supraleiter-Schicht-
struktur (Sandwichstruktur) betrachtet. Der in Abb. (2.1) dargestellte Kontakt
besteht aus zwei jeweils halbunendlich ausgedehnten Typ-I Supraleitern und
einer halbleitenden Barriere. Die Linge der Barriere wird in z-Richtung ge-
messen und betrigt 2L. Weiterhin sind die Supraleiter jeweils im rechten bzw.
linken Halbraum unendlich ausgedehnt, d.h. Riickstreueffekte an den Enden
der Supraleiter treten nicht auf. In y-Richtung herrscht Translationsinvari-
anz.Bei einem in dieser Richtung beliebig ausgedehnten Kontakt sind periodi-
sche Randbedingungen gegeben. Fiir die nachfolgenden Betrachtungen wird
das Modell insofern vereinfacht, als da3 man die physikalischen Effekte auf ein
rein zweidimensionales Problem in der z-y-Ebene reduziert. Oberflacheneffekte
werden also nicht betrachtet.

Eine halbleitende Schicht als Barriere zwischen den beiden Supraleitern bie-

5
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Abbildung 2.1: Schematischer Aufbau des untersuchten Schicht-Kontaktes, be-
stehend aus zwei halbunendlich ausgedehnten Supraleitern und einer halblei-
tenden Barriere. Das System sei in z-Richtung hinreichend diinn. Es wird als
zweidimensional angenommen. In y-Richtung ist es unendlich ausgedehnt (long
junction), wobei periodische Randbedingungen Translationsinvarianz garantie-
ren. Die Linge der Barriere entlang der z-Richtung betréigt 2L.

tet gegeniiber einer normalleitenden Barriere entscheidende Vorteile: In einem
Halbleiter ist es moglich, die Fermigeschwindigkeit durch Dotieren auf die
Fermigeschwindigkeit des Supraleiters abzustimmen. Eine sehr kleine BCS-
Wechselwirkungskonstante g garantiert, dafl keine Kopplungseffekte auftreten
[22, 23]. AuBerdem sind an den Grenzen des halbleitenden Bereichs weder Oxid-
schichten noch Schottky-Barrieren vorhanden. Damit ist gewéhrleistet, dafl die
Fermigeschwindigkeit in allen drei Bereichen des Kontakts nahezu identisch ist,
was eine hohe Transparenz der Barriere fiir die betrachteten Quasiteilchen be-
deutet. Dadurch ist es moglich, auf die Betrachtung konventioneller Streuung
der Quasiteilchen, vergleichbar dem Ubergang von Licht zwischen Medien ver-
schiedener Dichte, ginzlich zu verzichten. Dieser Umstand wiederum berechtigt
zu der Annahme, dafl die Trajektorien der Quasiteilchen in quasiklassischer
Néherung iiber den gesamten Kontakt hinweg als Geraden betrachtet werden
konnen, d.h. das System befindet sich im ballistischen Regime. Eine Tatsache,
welche erstens die Anwendung der Eilenberger Gleichungen zur Berechnung
des Josephson-Stroms sehr erleichtert, zweitens kénnen die innerhalb der Bar-
riere flieBenden Wirbelstrome somit ausschliefilich auf den Mechanismus der
Andreev-Reflektion zuriickgefiihrt werden.
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A

-L. L

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung des Paarpotentials A {iber den Ver-
lauf der SHS-Schichtstruktur hinweg. Die Stufenform ist eine Vereinfachung
der selbstkonsistent bestimmten Energieliicke (Gap). Der Wert A, bezeichnet
den, wegen des vollstindigen Meifiner-Effekts notwendigerweise konstanten,
endlichen Wert des Paarpotentials in den Supraleitern.

Charakteristische Unterschiede zwischen Halbleiter- und Normalleiterbarriere,
wie der Transport durch Locher oder die Existenz von Exzitonen, sollen in
dieser Arbeit nicht beriicksichtigt werden.

Fiir die beiden Supraleiter wird im folgenden angenommen, daf sie vollstindig
identische Eigenschaften haben, und sich vom halbleitenen Bereich durch ein
von Null verschiedenes Paarpotential A unterscheiden. Dieses Paarpotential
miifite eigentlich selbstkonsistent aus den Bogoliubov-de Gennes Gleichungen
(3.11) bestimmt werden, aber an dieser Stelle fiihrt ein Stufenpotential, wie es
in Abb. (2.2) skizziert ist, bereits zu hinreichenden Ergebnissen [22, 24]. Die
Variation des Paarpotentials im Supraleiter kann ebenfalls vernachléssigt wer-
den [25], da beim extremen Typ-I-Supraleiter der Meifiner-Effekt vollstéindig
ausgeprigt und daher die Beeinflussung der Energieliicke durch ein externes
Magnetfeld ausgeschlossen ist.
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Abbildung 2.3: Schematische Darstellung der untersuchten Schichtstruktur,
welche einem externen Magnetfeld B ausgesetzt ist. Dieses Magnetfeld besitzt
auschlielich eine Komponente senkrecht zum Kontakt in z-Richtung.

2.2 Der SHS-Kontakt im dufleren Magnetfeld

Ziel der nun folgenden Betrachtungen ist es, den Einflufl eines Magnetfelds
auf die Stromverteilung in der Barriere der Schichtstruktur zu bestimmen.
Diese Situation ist in Abb. 2.3 graphisch dargestellt. Das duflere Magnetfeld
besitzt ausschliefilich eine Komponente senkrecht zum Kontakt in z-Richtung.
Die Andreev-reflektierten Quasiteilchen bewegen sich nun nicht mehr auf gera-
den Trajektorien, sondern es findet ein Prozef§ statt, den man als induzierten
Meifiner-Effekt im Halbleiter bezeichnen kann. In der Barriere bilden sich —
in Abhéangigkeit von der Stirke des dufleren Magnetfelds — Wirbelstréme aus,
welche wiederum ein Magnetfeld erzeugen. Dieses verstiarkt das duflere Feld
oder schwiicht es, je nach Orientierung des Wirbels, ab. Das resultierende Ma-
gnetfeld soll in dieser Arbeit selbstkonsistent beziiglich der mit der Eilenber-
gergleichung errechneten Stromverteilung in der Barriere und den Maxwell-
Gleichungen bestimmt werden. Das von auflen angelegte Feld wird in diesem
Schritt als konstant angenommen. Spéater werden diese Betrachtungen auf ein
allgemeines Magnetfeld ausgedehnt. Uber die Beziehung B = V x A ist das
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Magnetfeld B mit einem Vetorpotential A verkniipft. Dieses Vektorpotential
habe in der Landau-Eichung folgende Gestalt:

(O,Ay(—L,y),O) ;o <=L
A(r) = (0,4y(z,9),0) ;2| <L (2.1)
(0, Ay(L,y),0) ;x> L.

Um den Kontakt vollsténdig zu charakterisieren, ist noch die Phase des Paar-
potentials festzulegen. Liegt kein dufleres Magnetfeld an, so fliefit im halblei-
tenden Bereich ein homogener Strom in z-Richtung, d.h. das System ist in
y-Richtung translationsinvariant. Im supraleitenden Bereich flieft der Strom
aufgrund des Meifiner-Effekts [26] an der Oberfléiche der Supraleiter ab. Somit
kann die Phase des Paarpotentials als konstant angenommen werden [27], d.h.
es gilt folgende Beziehung:

A exp(igy) ;< -—L
Az, y,2) = 0 ;x| < L (2.2)
Ay exp(igy) ;x> L.

Dabei stellen ¢; und ¢, jeweils die Phase im linken bzw. rechten Supraleiter
dar. Legt man nun ein dufleres Magnetfeld B an den Kontakt an, so wird dieses
Feld aus dem Supraleiter vom Typ I nahezu vollsténdig verdréngt, d.h. es flief3t
ebenfalls kein Strom im Inneren des Supraleiters. Das mit dem Magnetfeld ver-
kniipfte Vektorpotential A, welches auch im supraleitenden Bereich existiert,
muf} also durch einen Phasengradienten kompensiert werden. Es gilt:

2
o= Pngve— 2 Ar)ns =0, (2.3)
m mc
wobei Jg den Cooperpaar-Strom und ng die Cooperpaar-Dichte im Innern des
Supraleiters bezeichnen, e die Elementarladung, m die Elektronenmasse, und ¢
die Lichtgeschwindigkeit, und 27h das Plancksche-Wirkungsquantum. Darum
ergibt sich fiir das Paarpotential A(r) folgende Beziehung:

Ao explfy %Ay(r)dy +i¢1] ;x<-L
A(r) = 0 |zl < L (2.4)

Ay exp[fy %Ay(r)dy +igo] ;x> L.
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Mit diesen hier vorgestellten Modellannahmen fiir ein konstantes Magnetfeld
16st man nun die Riccati-Gleichungen in reeller Eichung, welche durch Um-
formung aus den Eilenberger Gleichungen (s. Kapitel 3) gewonnen werden,
analytisch.

Beziiglich der reellen Eichung gilt:

a(r) = a(r)exp(+ig(r)) (2.5)
b(r) = b(r) exp(—ig(r)). (2.6)
Dabei sind a(r) und b(r) die Losungen der Riccati-Gleichungen und a(r), bzw.

b(r) die Losungen in reeller Eichung. In reeller Eichung lauten die Riccati-
Gleichungen:

Sl

hvg - Va(r) + [QGn + 2ihvp - <@ - iA(r))

2 he
+ [A(r)] &(r)]d(r) —|A(r)[ =0, (2.7)
hve - Vb(r) — lZen + 2ihvp - (% - %A(r))
+ |A(r)| I;(r)]i)(r) + |A(r)| = 0. (2.8)

Dabei bezeichnen vy die Fermigeschwindigkeit und ¢, die Matsubara-Frequen-
zen. Im folgenden Kapitel werden die wichtigsten quasiklassischen Methoden
zur Losung des hier beschriebenen Problems kurz diskutiert. Dabei wird auch
die Eilenberger-Gleichung besprochen, aus der man unter bestimmten Vor-
aussetzungen ein System gekoppelter Riccati-Gleichungen (2.7, 2.8) herleiten
kann. Die Losung dieses Systems fiir ein konstantes Magnetfeld wurde von
Froitzheim [19] behandelt. Eine Losung fiir ein allgemeines Magnetfeld wird in
dieser Arbeit in Kapitel 6 hergeleitet.



Kapitel 3

Quasiklassische Methoden zur
Beschreibung einer SHS -
Schichtstruktur

In diesem Kapitel wird die quasiklassische Berechnung des Josephson-Stroms
fiir einen SHS-Kontakt zusammenfassend dargestellt. In [19] werden quasiklas-
sische Methoden, die zur Beschreibung der Trajektorien von Quasiteilchen ge-
eignet sind, ihre Herleitung und ihre Giiltigkeit fiir verschiedene Energie- bzw.
Temperaturbereiche diskutiert. An dieser Stelle méchte ich mich hauptséchlich
auf die Theorie konzentrieren, die zu einer direkten Losung des hier gestell-
ten Problems fiihrt. Aus diesem Grund sei fiir eine detaillierte Darstellung
nochmals auf die oben genannte Referenz und die darin angegebene Literatur
verwiesen.

Die Theorie bietet drei verschiedene Mo6glichkeiten zur Behandlung von Supra-
leitern im quasiklassischen Limes. Der Begriff quasiklassischer Limes bedeutet
krp & > 1, wobei kg der Fermi-Impuls und £ die Kohérenzlidnge ist. Zum einen
die Ginzburg-Landau-Methode, die Gorkov spéter aus der mikroskopischen
Theorie unter der Annahme, dafl (,CBA—TC) < 1 gilt, hergeleitet hat. Die Ginzburg-
Landau-Theorie ist jedoch fiir die Betrachtung von SHS-Kontakten iiber den
gesamten Temperaturbereich, in dem Supraleitung auftritt, nicht ausreichend,
da sie eigentlich nur fiir die Bereiche des Phasenraums gilt, die nahe an der

Phaseniibergangsgrenze zum normalleitenden Metall liegen. Im Bereich sehr

11
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tiefer Temperaturen treten im Supraleiter-Halbleiter-Supraleiter Kontakt die
interessanten Effekte auf, die ihn von einem Supraleiter-Isolator-Supraleiter
Kontakt unterscheiden. Weil aber in diesem Fall nur die allerniedrigsten Ener-
gieniveaus eine Rolle spielen, liefert diese theoretische Behandlung somit keine
realistischen Ergebnisse.

Die Bogoliubov-de Gennes-Gleichungen (BdG-Gleichungen) sind ein weiterer
Ansatz zur Losung des Schichtstruktur-Problems. Durch eine WKB-Naherung
ist es zwar moglich, diese Theorie weiter zu vereinfachen, aber leider hat die-
se Methode den Nachteil, daf sie letztendlich zur Losung eines Eigenwert-
problems fiihrt, bei dem zur Berechnung von physikalischen Mefigr6fien iiber
sehr viele Wellenfunktionen summiert (intergriert) werden muf}. Die weiterhin
notwendige Voraussetzung, dafl sich das betrachtete System im thermischen
Gleichgewicht befinden muf, ist fiir die Problemstellung dieser Arbeit gewahr-
leistet.

Die dritte Methode, welche den zentralen Ansatz fiir die vorliegende Arbeit
darstellt, ist auf den Eilenberger-Gleichungen aufgebaut. Die Eilenberger-Glei-
chungen erhilt man dadurch, dafl man die Dyson-Gleichung in zwei Bereiche
aufteilt: einen Hoch- und einen Niederenergiebereich [28]. Die daraus abge-
leiteten Gleichungen fiir den hier relevanten Niederenergiebereich sind eben
jene Eilenberger-Gleichungen. N. Schopohl zeigt [30], dafi es moglich ist, die
Losung der Eilenberger-Gleichungen auf die Losung zweier nichtlinearer Diffe-
rentialgleichungen vom Riccati-Typ zuriick zufithren. Das heifit, es muf} kein
Eigenwertproblem wie bei den BdG-Gleichungen gel6st werden, sondern die
Losung eines Anfangswertproblems fiithrt hier mit einem vergleichbar gerin-
gen Aufwand zum Ziel. Somit ist diese Methode auch speziell fiir numerische
Losungsansitze sehr gut geeignet.

Im Folgenden mochte ich kurz auf die BAG-Gleichungen eingehen, da sie bei
den Ausfiihrungen zur Andreev-Reflektion benétigt werden. Im Anschluf dar-
an, wird die Beschreibung des Effekts der Wirbelstrombildung durch Andreev-
Reflektion in der Halbleiterbarriere mit Hilfe der -Gleichungen diskutiert, wo-
bei der Schwerpunkt hierbei auf den angesprochenen Umformungen zu Diffe-
rentialgleichungen vom Riccati-Typ liegen soll [30].
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3.1 Die Bogoliubov-de Gennes Gleichungen

Die BCS-Theorie [31] beschreibt die Supraleitung fiir Elektronen unter Beriick-
sichtigung der Wechselwirkung iiber Phononen mit folgendem Hamiltonopera-
tor:

H =Y &(cherr + cfycry) + AcicTy + Ac_gycry, (3.1)
p

wobei fiir das Paarpotential gilt:

A= gz < C_gCrt > g > 0. (32)
k

Die BCS-Wechselwirkungskonstante g charakterisiert die Bindung der einzel-
nen Elektronen zu Cooper-Paaren. Da das System translationsinvariant ist
(Jelliummodell), ist eine einfache Darstellung im Impulsraum gewéhrleistet.
Die Bloch-Energie & mifit man beziiglich der Fermienergie, welche bei tie-
fen Temperaturen dem chemischen Potential entspricht. Fiir die fermionischen
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren gelten die iiblichen Vertauschungs-
relationen:

{c;c:'—a’ ck’a’} = 5kk’ 500’ (33)

{C;:o-, Cl—:’o”} = {Ck:aa Ck:’a’} = 0 (34)

Fiir eine schwache Wechselwirkung zwischen den Elektronen ist es gerechtfer-
tigt, diese als Punktwechselwirkung in Meanfield-Ndherung anzunehmen. Bei
der Mittelung werden Terme, die proportional zu ¢fct, | und zu c_g et sind,
explizit beriicksichtigt. Ihr Vorfaktor stellt das fiir die Supraleitung entschei-
dende Paarpotential A dar. Terme, welche eine Proportionalitit zur Teilchen-
zahl aufweisen, ergeben lediglich eine Renormierung des chemischen Potentials.

Bogoliubov [32] und Valatin [33] diagonalisierten den BCS-Hamiltonoperator
Gl. (3.1), indem sie folgende Transformation benutzten:

’}’,—J—T = U/CC;:T""U]CC_]Q

Vju = Ukctm — UkCkt,
wobei die Normierungsbedingung

"I,Lk|2 =+ ‘Uk‘Q =1 (37)
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gilt. In der ortsabhingigen Darstellung gilt fiir den BCS-Hamiltonoperator aus
Gl (3.1):

= | dr[Z¢2(r)He(r>w,,<r) + A@Y])y](r)
+ A@TY@EE)],  (38)

wobei das Paarpotential A folgendermafien aussieht:

A(r) = g < 6, (@) (x) > - (3.9)
Der effektive Hamiltonoperator H, ist gegeben durch:

H, =1 (é_v - SA@))Q — u+ 8(r), (3.10)

2m\ 7

mit den {iblichen Bezeichnungen von A(r) fiir das Vektorpotential, ¢(r) fiir
das skalare Potential und u fiir das chemische Potential. Durch eine entspre-
chende ortsabhingige Bogoliubovtransformation erhilt man schlief8lich ein Ei-
genwertproblem fiir die Koeffizienten u(r) und v(r). Die Bogoliubov-de Gennes
Gleichungen lauten somit [34]:

un(r) \ _ [ He A1) ) [ ua(r)
m (e )= (o 20) (00)): 311
E, sind die Eigenenergien der Funktionen u, (r) und v,(r), gemessen beziiglich
der Fermienrgie Ep.

Um eine anschauliche Bedeutung der Wellenfunktionen u,(r) und v,(r) zu
gewinnen, betrachtet man den Grenzfall fiir verschwindendes Paarpotential,
man betrachtet also einen Normalleiter. Die Gleichungen entkoppeln (3.11)
somit, und es bleiben folgende Relationen bestehen:

E,un(r) = Huy(r) (3.12)
—FE,v,(r) = H_,v,(r). (3.13)

Die Funktion u,(r) ist die Wellenfunktion eines elektronenartigen Quasiteil-
chens (mit Energie oberhalb der Fermienergie), und die Funktion v,(r) be-
schreibt ein lochartiges Quasiteilchen (mit einer Energie unterhalb der Fermi-
energie).
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Bislang wurden noch alle moglichen Trajektorien der Quasiteilchen beriick-
sichtigt. Bei der (quasiklassischen) WKB-Néherung,

( Un () ) ( n(r) )
= exp(ikp - r73) , (3.14)
Un (T) ¢(r)

variieren die Funktionen 7(r) sowie ((r) nur langsam mit dem Ort. Somit
kann man die zweiten Ableitungen nach der Ortskoordinate vernachléssigen.
Anschaulich gesprochen ist dies gleichbedeutend damit, dal keine Krifte auf
die Quasiteilchen wirken und sie sich somit auf geraden Trajektorien bewegen.
Das angelegte Magnetfeld dndert also nicht die Richtung, sondern nur die Pha-
se der Quasiteilchen. Man erhélt nun fiir die WKB-BdG-Gleichungen folgende
Relation [35]:

( E+¢A(r) - v —A(r) ) ( n(r) )
. (3.15)
A*(r) —[E + ¢A(r) - vF] ¢(r)

3.2 Die Gorkov-Gleichungen

Fiir die Herleitung der Gorkov-Gleichungen [36] benutzt man den effektiven
Hamiltonoperator:

i = [ ar| SR+ Ao

" A%ﬂm@ﬂﬂw] (3.16)

Laut Definition gilt fiir die Heisenbergfeldoperatoren mit imaginérer Zeit:
K K
Yi(r,7) = exp (%)1&2(1’) exp (— 77—) (3.17)

woter) = e (57 Juamenn (- 7). 3.15)
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wobei K = H — uN gilt, mit 4 dem chemischen Potential und N dem Teil-
chenzahloperator. Damit ergeben sich nun die Bewegungsgleichungen der Fel-
doperatoren zu:

e

0,1 (r,7) = — [ﬁ (ﬁv - EA)Q - u] (e, 7)
+A(r)Yl(r,T) (3.19)

K] (r,7) = + [ﬁ (%v + §A>2 - u] Yl(r,7)
+ A () (x, 7). (3.20)

Fiir spinunabhéingiges Wechselwirkungspotential und schwache Magnetfelder
(uoH < A) definiert man die Greensfunktion G und die anormale Greens-
funktion F' wie folgt:

Gr,mir'r) = (T [uy(r, )9l 7)), (3.21)
F(r,rr't) = —(Tuy(r, n)o)(,m)]), (3-22)

wobei 7). der Wicksche Zeitordnungsoperator beziiglich der imaginéiren Zeit 7
ist. Bestimmt man nun mit Hilfe der Bewegungsgleichungen fiir die Fermionen-
erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren die Bewegungsgleichung fiir die Greens-
funktion, so erhélt man die Gorkov-Gleichungen in Matrixschreibweise:

10, — 3 (2V — <A) 4 A(r)
A*(r) 10, + 35 (2V 4 A) -
G(r,7;v't")  F(r,r;r'r")
=ho(r —r')o(r —7') - 1. (3.23)
Fi(r,m;0'r") —G(r,7;r'7)
Fiir das Paarpotential A(r,07) gilt:
A(r,0") = gF(r,7";r,7), (3.24)

wobei 77 infinitesimal grofier als 7 ist.
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Uber die Maxwell-Relation V x B = %J ergibt sich der Strom in Abhéngigkeit
der Greensfunktion aus der Gorkov-Gleichung:

he

VxVxAlr)= i — (Ve = V) G(r,7;1'7")
2¢?
——A(r)G(r,7;r'7") (3.25)
mc 't —rT

Die Spinentartung schligt sich im Faktor zwei vor dem Vektorpotential auf
der rechten Seite nieder. Im folgenden fiihrt man eine Fouriertransformation
beziiglich des Fourierpaares ¢, und 7 durch:

R kgT & - n
G(r,7;1',0) = BT > G(r,r';e,) exp (—i%T) , (3.26)
1/ (kpT) €\
G(r,r';e,) = / d7 exp (Z—T) G(r,;v',0). (3.27)
h/(ksT) h

Dabei sind die €, = kT (2n+1) mit n = £1, +2, ... die sogenannten Matsubara-
Frequenzen. Daraus ergibt sich nun die Bewegungsgleichung fiir die fourier-
transformierten Groéflen:

i€y — 5= (%V - )2 +u A(r)
A*(r) ien + 5 (2V 4+ €A) —
- G(r,r';e,) = hé(r — ') - 1. (3.28)

3.3 Die Eilenberger-Gleichungen

3.3.1 Herleitung aus der quasiklassischen Greensfunk-
tion

Die quasiklassische Ndherung besagt, dafl bei einem Fermionensystem die phy-
sikalischen Groflen, beispielsweise der Ordnungsparameter und das Vektorpo-
tential, auf einer viel grofleren Linge variieren, als der Fermiwellenldnge. G als
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Funktion von r und r’ ist deshalb genau exp(ip - ry2), multipliziert mit einer
langsam verdnderlichen Funktion in den beiden Koordinaten [37], wobei ryy
der Relativkoordinate entspricht. Mit der Schwerpunktskoordinate

R futn) o9
und der Relativkoordinate
g =r] —TIy (3.30)
definiert man nun die Wignertransformation:
(ﬂgB)=/anRR+%n%R—%ngpr4p;“>, (3.31)

wobei p wiederum der Relativimpuls ist. Da im Folgenden nur noch die Schwer-
punktskoordinate R auftritt, wird diese fortan wieder mit r benannt. Aus GI.
(3.31) ergibt sich die Wignertransformierte der Gorkov-Gleichung zu:

o i e )

* 3G (P, T, €,) = 1, (3.32)
wobei fiir das x - Produnkt folgende Definition gilt:
7. = = — =
AxB = A(p,r)exp [ih(arap — apar)] B(p,r). (3.33)

Aus GI. (3.32) und dem komplex konjugierten derselben Gleichung erhélt man
durch Subtraktion eine x - Kommutatorgleichung:

et 37)
fﬁé@J¢@]=Q (3.34)

Diese Gleichung ist noch exakt. Eine Entwicklung des Kommutators nach 7
ergibt in linearer Ordnung:

(A% B] = [4, B] + LhlA 9r9p- 0p0r . (3.35)

Vernachléssigt man nun die Ortsableitung der Potentiale (da diese sich nur
sehr schwach im Ort #ndern sollen), so gelangt man nach einigen weiteren
Schritten zu folgender Naherung fiir die Kommutatorgleichung:
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—ihBVrTgé(p, r,€,) =
m

Kiem +73§An'1p + ( A*O(r) _Ao(r) )) ,mG(p, T, en)]. (3.36)

Durch diese Nidherung bewegen sich die Quasiteilchen nun auf geraden Tra-
jektorien, da die Kraftterme (z.B. [A(r) Er]) vernachléssigt werden. Das Ma-
gnetfeld wirkt sich also nicht auf die Bahn der Quasiteilchen aus, sondern
ausschlieBlich auf die Phase der Wellenfunktion. In Gl. (3.36) hiingt kein Term
mehr stark vom Impuls ab, nur die Greensfunktion besitzt bei p = pr einen
Peak. Somit kann man iiberall p durch pr ersetzen.

Alle physikalischen Gréflen berechnen sich in dieser Naherung aus der qua-
siklassischen Greensfunktion g [38]:

(g(p,r,en) f(p,r,€n) )

er (p7 r, Gn) _g(p7 r, €n)
/ d&,mG(p, T, €n). (3.37)

Auf Grund der speziellen p Abhéngigkeit 148t sich die Integration iiber &
ausfithren, und man gelangt somit schlieflich zu den Eilenberger-Gleichungen
[38, 39

i(p,r,€)

_ith : Vrg(pa r, en) =

KienTg—i-ngA-vFTg—l- ( A*O(r) _Ao(r) )) i(p,, en)] (3.38)

Daraus ergeben sich (nach Summation iiber beide Spinrichtungen) das Paar-
potential zu

kgT
Afr) = g/ dprN(Pr)—— Y. f(r,pr,ic,) (3.39)
FS h ea<ce
und der Quasiteilchenstrom zu
kgT
J(r) = QL / dprvrg(r, pr, i€y,). (3.40)

Jrs bedeutet Integral iiber die Ferml—Oberﬂache. Dabei werden die quasiklas-
sischen normalen und anormalen Greensfuktionen g und f vollig analog zu GI.
(3.23) bestimmt.



20 Kapitel 3. Quasiklassische Methoden

3.3.2 Umformung der Eilenberger-Gleichungen

In [30] wurde gezeigt, dafi es moglich ist, die Eilenberger-Gleichungen so umzu-
formulieren, daf} sich das Losen eines komplizierten Systems gekoppelter Diffe-
rentialgleichungen mit Kommutatorstruktur eriibrigt. Stattdessen erhilt man
ein System von gekoppelten Riccati-Gleichungen, die als Anfangswertproblem
geldst werden.

Es ist hervorzuheben, dafl bei den Eilenberger-Gleichungen lediglich die Ablei-
tung in Richtung der Fermi-Geschwindigkeit relevant ist. Somit macht es Sinn,
vom Laborsystem (x,y,z) in ein Koordinatensystem (X,Y,Z) zu transformieren,
wobei im neuen System die X-Achse in Richtung der Fermi-Geschwindigkeit
zeigt. Die Koordinatentransformation soll an anderer Stelle (s. Kapitel 6.1)
noch genauer besprochen werden. Vorweg sei jedoch erwiahnt, dafl die Rich-
tungsableitung vy - V in die gewohnliche Ableitung vp0x iibergeht.

Somit ergibt sich fiir die physikalischen Groflen im neuen System:

A(X) = A(R(X)), (3.41)
i€ (X) =ie, + A(R(X)) - vF, (3.42)
9(X) = g(R(X), pr, i€n). (3.43)

Um die Eilenberger-Gleichung zu vereinfachen mufl man beachten, dafl die
quasiklassische Greensfunktion spurlos ist und sich deshalb nach der Basis der
spurlosen Paulimatrizen 71, 7, 73 oder der Linearkombinationen entwickeln
1a8t:

- 1
Kg - 57’3, (344)
[A(:t = _%(7—1 + iTQ). (345)

Damit gilt fiir die Eilenberger-Gleichung:

hpdxg(X) = [D(X),§(X)] (3.46)

= [26(X)Ks + AR, — A (XK, §(X)).
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Betrachtet man das Differentialgleichungssystem

X) = (=2&(X)K; + AX)K; - A"(X)K_)F(X),

h’l)Fax AA( X
F0) = F, (3.47)

wobei Fj eine noch nicht festgelegte Anfangsbedingung fiir das Fundamental-
system F' darstellt, so gilt:
F(X)FY(X) =1, (3.48)
und

hpdx F71(X) = —FY(X)D(X). (3.49)

Aus der Losung fiir £ 148t sich die Greensfunktion finden, welche die Normie-
rungsbedingung

§(X) = —inF(X) - 2K3F 71 (X) (3.50)
erfiillt. Parametrisiert man F'(X) durch:
Fo(X) = explay (X) K] explas(X) Ks] expla_(X)K_], (3.51)

wobei die Funktionen a, (X), a3(X), a—(X) noch zu bestimmen sind, so er-
gibt sich durch Anwendung der Baker-Campbell-Hausdorff-Identitit (B-C-H
Identitit) fiir g:

[1 - 2a_(X)exp[—a3(X)]] - 2K3
9(X) = —mi | +a.(X) - [a—(X)a(X) exp[—as(X)] — 1] - 2K, | . (3.52)
+a_(X)exp[—ax] - 2K_
Mit dem Ansatz Gl.(3.51) 16st man fiir das Differentialgleichungssystem Gl.

(3.47) und erhilt durch Koeffizientenvergleich ein gekoppeltes System von Dif-
ferentialgleichungen fiir a4 (X) und a3(X):

2¢,
Oxas — 2a, exp[—as]dxa_ = — ‘ , (3.53)
h’UF
A*
exp[—as|Oxa_ = “hon (3.54)
A
Oxas — 2ay exp[—asz|dxa_ = —. (3.55)

h’UF
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Driickt man a3 und a_ durch die Lésung a aus:

a5(X) = _%[an + " dsA*(s)as ()] + a5(0), (3.56)
0 (X) = —% | " dsA*(s) explas(s)] + a_(0), (3.57)

so muf} noch die Riccati-Gleichung fiir a, gel6st werden:
hvpodxay (X) + [26, + A" (X)ay (X)]ayp(X) — A(X) = 0. (3.58)

Um den Losungsweg zu vereinfachen, definiert man im Folgenden einen neuen
Ansatz zum Losen des Differentialgleichungssystems Gl. (3.47), wobei nun aus
den Relationen der unphysikalischen Greensfunktion, welche die Normierungs-
bedingung nicht erfiillt, die physikalischen Lésungen hervorgehen:

A

Fy(X) = explb_ (X)K_]exp[bs(X) K] exp[by (X) K, ]. (3.59)

Die Funktionen b3, b und b, werden durch folgende Differentialgleichungen
bestimmt:

26y

Oxbs + 2b_ exp|bs]Oxb, = ——, (3.60)
hUF
A
exp[bg]8Xb+ = %, (361)
At
axb_ + b_axbg + ba eXp[bg]axb+ = —0. (362)
hUF
Diese kann man wieder entkoppeln:
9 X
bo(X) = ———[e(X) + [ dsA(s)b-(5)] + bs(0), (3.63)
hvg 0
1 X
be(X) = 7 /0 dsA(s) exp|—bs(s)] + by (0). (3.64)

Jetzt muf} die Riccati-Gleichung fiir b gelost werden:

Tpdxb_ (X) — [28, + A(X)b_(X)]b_(X) + A*(X) = 0. (3.65)
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Mit F,(X) und F,(X) lassen sich zwei Funktionen §, und g, definieren:

4a(X) = Fo(X)K_F, " (X) (3.66)

a(X) = B(X)K_F, (X)), (3.67)

wobei g2, = 0 gilt.

Somit handelt es sich wieder um unphysikalische Lésungen der Eilenberger -
Gleichungen. Wendet man erneut die B-C-H-Identitét an, so ergibt sich:

Ga(X) = exp[—as](K — 20, K3 +d’ K) (3.68)
95(X) = exp[bs] (K4 + 20_Ks + b2 K_). (3.69)

Unter der Annahme, dal man sich fiir + — +o0o im homogenen Supraleiter
befindet, erhilt man fiir g,; eine exponentiell wachsende Funktion:

2X
+ —/eE+ A2 . )
g+ iap | (3.70)

Wegen der Kommutatorstruktur der Eilenberger-Gleichung ist mit g, auch
der Kommutator von g, und g, eine Losung, welche in diesem Fall beschréinkt
ist:

Gap X €XP

9(X) = [9a, ] (3.71)
1-— (a+b_)2 27/a+(1 + a+b_)
= explbs — a3 -
—2ib (14+a.b ) —1+(ayb )?
Schopohl [30] hat gezeigt, dafi §(X) die physikalische Losung liefert:
Ox[(1 4 a;b_)" - exp[2(bs — a3)]] = 0. (3.72)
Mit der Normierungsbedingung §?> = — folgt bis auf das Vorzeichen:

—IiT

exp[2(bs — a3)] = A+ ab

(3.73)

Fiir den Normalleiter wéhlt man die Losung so, dal sie im Grenzfall ver-
schwindenden Paarpotentials, mit der bekannten Losung fiir den Normalleiter
iibereinstimmt,

9(X) = —im sign(ey)Ts. (3.74)



24 Kapitel 3. Quasiklassische Methoden

Aus der Symmetrie fiir die quasiklassische Greensfunktion folgt, dafl jede Sum-
me iiber alle Matsubara-Frequenzen sich auf eine Summe iiber positve Matsu-
bara-Frequenzen umschreiben 1d8t. Damit ist der Propagator nur noch fiir
positive Matsubara-Frequenzen zu betrachten.

Aus den Losungen der Riccati-Gleichungen bestimmt man den physikalischen
Propagator:

. : 1 1—(asb) 2ia
10 == ey ( 2ib —1+ (ayb.) ) (3.75)

Aus der Forderung, daf} fiir x — 4-oc ein homogener Supraleiter vorliegt, folgen
die Anfangswertbedingungen:

ay(—00) = A=) 3.76
() en + /€2 + |A(—00)|? (8.76)
b_(c0) = A7(x0) (3.77)

€n + /€2 + |A(c0)2

Weil die Losungen des Anfangswertproblems numerisch stabil sind, ist es von
Vorteil, anstelle der Eilenberger-Gleichungen das Riccati-Gleichungssystem als
Anfangswertproblem zu lésen:

howdyas + [26, — %eA(r) e+ A (X)ay (X)]as(X) — A(X) =0 (3.78)

hopdxb_ — 26, — %A(r) v+ AX)b_(X)]b_(X) — A*(X) = 0. (3.79)
Diese Riccati-Gleichungen sind unter folgender Eichtransformation invariant:

0
A—-A+Vy A — Aexp[%x] (3.80)

2ie 21e
a— aexp[%x] b— bexp[—%x]. (3.81)

Die Symmetrie fiir die Koeffizienten a und b ergibt sich aus der Symmetrie fiir
die quasiklassische Greensfunktion.

Bleibt schliellich noch die Frage der Anschlulbedingung an der Supraleiter-
Halbleiter-Grenze zu kldren. Der Riickstreukoeffizient durch Normalreflektion
am Rand der Barriere berechnet sich wie folgt [40]:

2
= (M) ) (3.82)

UFgL, + Uryy,
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Dabei steht vp,, fiir die Fermigeschwindigkeit im Halbleiter und vpg, fiir die
im Supraleiter. Durch Dotieren des Halbleiters erreicht man eine Angleichung
der Fermigeschwindigkeit des Halbleiters an die des Supraleiters. Dadurch wird
der Riickstreukoeffizient identisch Null, und die quasiklassische Greensfunktion
kann stetig iiber den Kontakt angeschlossen werden [41], indem man a und b
stetig {iber die Barriere fortsetzt.

In den folgenden Kapiteln wird das Eilenberger-Riccati-Verfahren zur Berech-
nung des Josephson-Stroms herangezogen.
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Kapitel 4

Andreev-Reflektion

In einem Supraleiter-Halbleiter-Supraleiter Kontakt (SHS-Kontakt) lassen sich
alle relevanten Effekte, insbesondere der Proximity-Effekt, die innerhalb der
Barriere mit Transporteigenschaften verkniipft sind, auf die Andreev-Reflektion
[42] der Quasiteilchen zuriickfiihren, da beim Halbleiter Kopplungseffekte [22,
23], vergleichbar denen im Normalleiter, kaum eine Rolle spielen. An den
Grenzen des Halbleiterbereichs existiert auch keine Coulomb-Barriere, an der
Normalreflektion stattfinden konnte. Im Folgenden soll der Mechanismus der
Andreev-Reflektion anschaulich erldutert werden:

Ein Quasiteilchen, das sich im Halbleiter in der Ndhe der Grenzfldche zwischen
Supraleiter und Halbleiter befindet, kann wegen der Energieliicke des Supralei-
ters nur unter ganz bestimmten Bedingungen in den Supraleiter transportiert
werden (vergleiche auch Abb. 4.1):

1. Der Anteil der Energie E, des Teilchens, welcher die Bewegung in Rich-
tung des Fermi - Wellenvektors ky charakterisiert, mufi im Bereich der
Energieliicke des Supraleiters liegen.

2. Ist das Teilchen elektronenartig, so mufl seine Energie E, oberhalb der
Fermienergie Er liegen. Auflerdem muf} sich auf der Supraleiter-Seite ein
Elektron im Grenzbereich befinden, damit iiberhaupt erst ein Cooper-
Paar gebildet werden kann.

27



28 Kapitel 4. Andreev-Reflektion

Halbleiter Supraleiter

Elektron
4~ Cooper-Paar N
_______________ @ /@ $ _ Fermi-Energie

Energieliicke A

Abbildung 4.1: Stark schematisierte Darstellung der Andreev-Reflektion an
einer Halbleiter-Supraleiter Grenzfliche. Ndhere Erlduterung im Text.

3. Im Fall eines lochartiges Teilchen, muf} dessen Energie E, unterhalb der
Fermienergie Er liegen, und ein Cooper-Paar mufi im Grenzbereich der
Supraleiter-Seite aufgebrochen werden, damit das Loch rekombinieren
kann.

Sind alle diese Bedingungen erfiillt, so kann ein Elektron unter Bildung ei-
nes Cooper-Paares vom Halbleiter in den Supraleiter transferiert werden. Ein
Loch kann rekombinieren, indem ein Cooper-Paar im Supraleiter aufgebrochen
wird und ein Elektron in den Halbleiter iibergeht. Im Vergleich zur Normal-
Reflektion, bei der die zur Grenzfliche orthogonale Impulskomponente ein-
fach umgeklappt wird, wird bei der Andreev-Reflektion ein Elektron als ein
Loch reflektiert, und umgekehrt. Das bedeutet, dafl die Gruppengeschwindig-
keit v, = Oy€e(k) jeweils das Vorzeichen wechselt.

De facto ermdglicht die Andreev-Reflektion das sogenannte Tunneln eines
Cooper-Paares vom Supraleiter der einen Seite iiber die Halbleiter-Barriere
in den Supraleiter auf der anderen Seite.

Um die notwendigen Bedingungen fiir die Andreev-Reflektion zu gewéhrlei-
sten, muf} eine gewisse Ladungstrigerdichte im Grenzbereich des Supraleiters
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2e

Abbildung 4.2: Schematische Darstellung des mikroskopischen Prozesses
der Andreev-Reflektion an einer Halbleiter-Supraleiter-Grenzfliche (H-S-
Grenzfliche). Das Elektron ist durch e angedeutet, h steht fiir das Loch und
das Cooper-Paar wird durch 2e symbolisiert. Wie aus diesem Bild sofort er-
sichtlich ist, ist die Trajektorie von Quasiteilchen i{iber den gesamten Bereich
der Barriere eine Gerade.

vorhanden sein. Dazu folgende Betrachtung: Bestimmt man die Wahrschein-
lichkeitsstromdichte p,

o =5l + 00)7) (11)

n

und den Wahrscheinlichkeitsstrom j,,

jo = <u: (£) Vit (1) — v, () Vo (r)

C2mi &
— Uy (r)Vuy (r) + vy, (r)VvZ(r)), (4.2)

wobei u(r) und v(r) iiber die BAG-Gleichungen (3.11) definiert sind, so erhélt
man daraus die fiir den Strom als Erhaltungsgrofie charakteristische Konti-
nuititsgleichung:

Bipw + Vju = 0. (4.3)

Betrachtet man die Ladungsdichte p,

o= (1) = (o)) (14)
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und den Ladungsstrom j,

. eh
je_Qmi -

(u;; (r)Vu,(r) 4+ v (r) Vo (r)

—tpn(r)Vuy (r) — v, (r) Vo (r)) , (4.5)

so ergibt sich die Ladungsbilanz unter Verwendung der BdG-Gleichungen wie
folgt:

8my+Vﬁ::%mnPMﬂu%ﬂv@ﬂ. (4.6)

Dies bedeutet: Die Ladung der Quasiteilchen ist keine Erhaltungsgrofie. Den
Ladungstransport kann man an der Grenzfliche des Supraleiters bereits als
Cooper-Paar-Strom interpretieren, da dort ein endliches Paarpotential vor-
handen ist. Das Eindringen der supraleitenden Korrelationen in die Halbleiter-
Barriere wird als Proximity-Effekt bezeichnet (s. Abb.4.3). Somit ist aber ge-
nau die Gesamtladungsbilanz Aq = 2e hergestellt, und dadurch die Ausgangs-
bedingung fiir Andreev-Reflektion.

Betrachtet man den Cooper-Paar-Strom J ohne dufleres Magnetfeld, so erkennt
man, welche Auswirkungen die Andreev-Reflektion auf das System hat. Es ist

_an
J=""Vs (4.7)

direkt proportional zum Phasengradienten des Ordnungsparameters. Dies be-
deutet, daf} sich die Energieliicke des Supraleiters — genauer deren Phase —
durch die Andreev-Reflektion verdndert. Dieser Effekt fillt kaum ins Gewicht,
da sich sehr viele Cooper-Paare im Kondensat befinden, es sei denn, man sorgt
kiinstlich fiir ein Ladungsungleichgewicht [43].

Wichtig fiir nachfolgende Betrachtungen ist, dafi bei der Detektion des Qua-
siteilchenstroms im Magnetfeld elektronenartige und lochartige Teilchen tat-
sdchlich an verschiedenen Stellen beobachtet werden, und somit unterscheidbar
sind [44].

Bislang wurde in erster Linie die Andreev-Reflektion am Betrag des Paarpoten-
tials behandelt. Es sei erwahnt, dafl Andreev-Reflektion auch ander Phase auf-
reten kann, wie von N. Schopohl gezeigt wurde [45]. Dieser Effekt kommt z. B.
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Abbildung 4.3: Proximity-Effekt: Supraleitende Korrelationen werden in den
halbleitenden Bereich induziert. Dies ist auf die Kohérenz des Transports der
Elektronen durch die H-S-Grenzfliche zuriickzufithren. Wegen des Gaps im
Quasiteilchenspektrum des Supraleiters (S) braucht ein Elektron A im Halblei-
ter (H) ein weiteres Elektron B mit entgegengesetztem Spin und Wellenvektor
—k (liegt auf der Fermi-Oberfliche, symbolisiert durch einen Kreis), um mit
ihm ein Cooper-Paar zu bilden und nach S zu kommen. Zur Kompensation
des zweiten Elektrons B wird ein Loch B’ in H zuriickgelassen. Somit bedeutet
Andreev-Reflektion, dafl das Elektron kohérent in ein Loch B’ umgewandelt
wird, und ein Cooper-Paar in den Supraleiter iibertragen wird.

in Supraleitern mit keramikartiger Struktur (Hochtemperatur-Supraleiter) zum
Tragen. Diese besitzen eine durch ihre Struktur bedingte, ausgezeichnete Ori-
entierung. Bei Verkippung solcher Strukturen gegeneinander (Korngrenzen)
detektiert man einen géinzlich anderen Strom. Dies kann man als Beweis dafiir
auffassen, dafl der Ordnungsparamter in diesem Fall keine s-Wellen Symmetrie
besitzt. Die Verdnderung des Stromsignals, d.h. das Auftreten von Andreev-
Reflektion anstatt eines kontinuierlichen Cooper-Paar Stroms, kann durch Ande-
rung des Ordnungsparameters erklirt werden, welche durch eine richtungs-
abhéngige Phase zustande kommt.
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Kapitel 5

Das resultierende Magnetfeld

5.1 Fourier-Transformation des
Josephson-Stroms

Unter der Annahme dafl der Ladungstransport durch Andreev-Reflektion zu-
stande kommt, wurde der Josephson-Strom eines langen SHS-Kontakts bei
einem konstanten duferen Magnetfeldanalytisch bestimmt [19]. Um zu priifen,
ob dieser Strom der tatsichlichen physikalischen Situation entspricht, miissen
Selbstkonsistenz-Rechnungen bzgl. der Maxwell-Theorie urchgefiihrt werden:
durch iteratives Vorgehen 148t sich der Ausdruck fiir den betrachteten Strom
bestétigen oder falsifizieren. Als erster analytischer Schritt hierzu wird der
Josephson-Strom durch eine Fourier-Transformation in y-Richtung auf eine
Form gebracht, die fiir die Berechnung des resultierenden Magnetfelds aus den
Maxwell-Gleichungen giinstig ist, da das Problem in y-Richtung periodische
Randbedingungen besitzt.

w/2
do kgT
J(o, B;x,y;eq) = 87re/ —VF(O)L Z Ag
P 27 h 30

2 NF‘gSiné
A2 + A% cos ¢

(5.1)
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Der fiir die Transformation relevante, d.h. ortsabhéngige Term sei hier mit j
bezeichnet:
9 sin ¢
o0 2 2 7
A2 4+ Ay cos ¢

j(@,y, B, ¢;en) == A (5.2)

Alle weiteren Konstanten sowie die Fourier-Transformation selbst sind im An-
hang A erkldrt. Die transformierte Variable @,, der Fourier-Partner der Orts-
koordinate y, ist definiert als:

27 4e

—n, = —BLn, mit n, € Z, (5.3)
Yp

@y = hic

wobei Yp die Periodenldnge der Fluiwirbel in y-Richtung bezeichnet. Somit
148t sich j als folgende Fourier-Reihe schreiben:

j(@,y, B,gien) = > 9o, (x5 B, $; €n). (5.4)
@

Die Fourier-Koeffizienten cq, ergeben sich schlielich aus der inversen Fourier-
Transformation zu:

—in e tan(f)x 2m d(]; ing$ 7
cg, = ¢ TR ImOIBN (1) |+ o e j(z,y(6); B, b3 n). (5.5)
Um die Fourier-Koeffizienten zu berechnen, verwendet man den Residuensatz.
Dafiir benotigt man eine geeignete Parametrisierung des Integrationsweges,
s. Abb. (5.1) in der komplexen Ebene um die Pole herum. Es wird folgende
Parametrisierung gewéhlt:

z=e" (5.6)

Fiir den fouriertransformierten Josephson-Strom gilt die im Anhang gezeigte
Beziehung:

7" (x,y; 6, By €n) = (7,95 ¢, B; ). (5.7)

Das bedeutet, der betrachtete Josephson-Strom ist rein reell. Dies ist fiir die
nun folgende Berechnung der Fourier-Transformierten des resultierenden Ma-
gnetfelds von entscheidender Bedeutung.
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Abbildung 5.1: Schematische Darstellung zur Anwendung des Residuensatzes.
Gezeigt ist der benotigte Integrationsweg in der komplexen Ebene.

5.2 Magnetfeldberechnung aus der Maxwell-
Gleichung

In diesem Abschnitt soll ein erster, analytischer, Schritt zur selbstkonsistenten
Bestimmung des aus dem Josephson-Strom resultierenden Magnetfeld B (z,y)
gemacht werden. Der Index (1) bedeutet erste Iterationsstufe. Dazu verwendet
man die im vorhergehenden Abschnitt berechnete Fourier-Transformierte des
Stroms und erhélt durch Lésen der Maxwell-Gleichung im Fourier-Raum die
Fourier-Transformierte der durch die Wirbelstréme in der Barriere verursach-
ten Magnetfeld-Komponente Bgz (z)in z-Richtung. Es wird folgende Notation
verwendet:

J=0Xx+J,y B=B,z B, =const (5.8)
BW(z,y+Yp) = BY(z,9)2 = einyBSJ (x). (5.9)
Qy

Die detaillierte Herleitung mit der genauen Definition aller verwendeten Va-
riablen befindet sich im Anhang B. Ausgehend von der Maxwell-Gleichung,

4
rot B = ~L 3O (5.10)
C
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erhilt man durch Bildung der Rotation auf beiden Seiten, und Fourier-Trans-
formation bzgl. der periodischen Ortskoordinate y:

(-0, +Q,2)BY) (z) =
/d

3272 0 ksT

PP > Nps(0s - vy —1Qy - v3) - cq, - (5.11)

/ €n>0

Dabein gelten folgende Ersetzungen:

co, = —2mi-d™.em?. gmimyitan(®)Bla (5.12)
A2 A2 -1
d:—[A + (A 2)—1] : (5.13)

Um die Betrachtungen zu vereinfachen, spalten wir den, fiir die Fourler Trans-
formation und die Rotation wichtigen, ortsabhéingigen Anteil bQ () vom ei-
gentlichen Magnetfeld - Term ab:

/2
df kgT
BY)(x) = 8re / T Y Nis ) (@), (5.14)
—7T/2 T en>0

Somit kann man schreiben:
A7
~0." by (2) + Q" Vo) (2) = —~ (s - vy — iQy - va) - g, (4:6, BsB).  (5.15)

Nun wird ein Exponentialansatz zur Losung der Differentialgleichung Gl. (5.15)
benutzt:

b(l) (./L') — brs-ig)() . e—zny[¢+g—itan(ﬂ)wBL] (5.16)

Qy

Also ergibt sich fiir das fouriertransformierte Magnetfeld, nach zweimaliger
Anwendung des Rotationsoperators, folgende Gleichung:

w/2

T e
(_aw2+Qy2)B(Q1)(x) — S&re / %kB Z NFS e Zny(¢+h -tan(0)zBL)
v 2r b =,
—m/2
2 2
52 B L (tan(8)v, + v,) (5.17)

2h
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Fiir die Fourier-Transformierte B( )

folgender Ausdruck:

des resultierenden Magnetfelds ergibt sich

/2
do k T 272
BY) =sre [ THEL S Npo (o) 2V (5.18)
—n/2 £n>0 EBL

Um nun ein resultierendes Magnetfeld in realen Laborkoordinaten (z,y) zu
erhalten, wird aus obiger Gleichung die Fourier-Transformierte errechnet und
in das Laborsystem zuriicktransformiert:

BW(z,y) =Y @By (). (5.19)

Ty

Die erste Iterationsstufe des Selbstkonsistenz-Problems ergibt fiir das resultie-
rende Magnetfeld folgende Relation:

"2
873 df kgT cos 0
BW(z,y) = T/ 55— 3 Nes—pr|velIn(l+d” — 2dcos ). (5.20)
T en>0 T

Da der urspriinglich betrachtete Josephson-Strom reell ist, besitzt, wie hier
gezeigt, auch das von ihm verursachte Magnetfeld nur einen Realteil. Da das
Magnetfeld eine experimentell beobachtbare Grofle ist, ist dies auch zwingend
erforderlich.
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Kapitel 6

Josephson-Strom in
Abhingigkeit vom allgemeinen

Magnetfeld

In diesem Kapitel wird der Josephson-Strom in Abhéngigkeit von einem all-
gemeinen Magnetfeld hergeleitet. Allgemein heiffit an dieser Stelle, dafi das
Magnetfeld in der (z,y)-Ebene verdnderlich sein kann, aber weiterhin aus-
schliellich eine Komponente in z-Richtung besitzt und in dieser Richtung keine
Abhéngigkeit aufweisen darf. Damit 148t sich schreiben:

0
B—( 0 ) (6.1)
B.(z,y)

Das Magnetfeld B kann man als Rotation eines Verktorpotentials A schreiben:
B =rotA, (6.2)

wobei eine Eichfreiheit fiir A besteht. Im Folgenden wird immer die sogenannte
Landau-Eichung benutzt. Das Vektorpotential 148t sich in dieser Eichung fiir
die betrachtete experimentelle Anordnung in der Form

0
A= ( Ay(z,y) ) (6.3)
0

39
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angeben. Aus Gl. (6.2) zusammen mit Gl. (6.3) folgt somit:

B, = 0,4, (6.4)
Also 148t sich das Vektorpotential im Bereich der Barriere wie folgt schreiben:
(6.5)
0
A= [B(z,y)dz | A, = /Bz(x, y)da (6.6)
0

6.1 Transformation ins Fermi-System

Mit Hilfe einer Koordinatentransformation vom gewohnlichen Ortsraum (a
und b) in ein neues System (Vv und a) mit einer Ausrichtung entlang der
Fermigeschwindigkeit vp:

r(x) = Xv+Ya (6.7)
= ro(X)a+ ry(X)b, (6.8)

wobei v immer in Richtung der Fermigeschwindigkeit vy weist. Mit Hilfe
dieser Transformation, vergleiche auch Abb. 6.1, gelingt es, die Eilenberger-
Gleichungen in eine Form zu bringen, in der sie lediglich X abhéngen. Somit
lassen sie sich zu gekoppelten Riccati-Differentialgleichungen vereinfachen. Es
gilt:

v = cos(0)a+sin(6)b,
4 = —sin(0)a+ cos(9)b, (6.9)
0.

Wobei {i1,v} das Fermi-System ist und {&,b} das Laborsystem. Der Win-
kel # ist der Winkel zwischen der Fermigeschwindigkeit und der x-Richtung im
Laborsystem. Also gilt:

(F)=(50 =) (5) e

und fiir die Umkehrung:

()= (o ) () o
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A
b

=>
<>
fan _n< |

o>

Abbildung 6.1: Darstellung der im Text beschriebenen Koordinatentransfor-
mation. Das Laborsystem ist durch die Vektoren & und b bezeichnet, wo-
hingegen das neue Koordinatensystem durch die beiden Vektoren @ und ¥
charakterisiert ist. Der Winkel 6, ist der Winkel zwischen der Richtung der
Fermigeschwindigkeit und der z-Richtung, d.h. entlang &, im Laborsystem.

Somit wird aus der Richtungsableitung vy - V der Eilenberger-Gleichungen
eine gewohnliche Ableitung:

. . 0 . )
hvg - §(r; pr,i€,) = pra—Xg(r(X); Pr,i€,). (6.13)

Das bisher zweidimensionale System reduziert sich also auf ein eindimensiona-
les System, in Richtung der Fermigeschwindigkeit vp.

6.2 Die Losung des Riccati-Gleichungssystems

Durch die Koordinatentransformation ist es gelungen, die Eilenberger-Glei-
chungen in ein Differentialgleichungssystem des Riccati-Typs zu iiberfiihren.
Zu dessen Losung geht man sinnvollerweise in eine reelle Eichung:

alr) = a(r) exp(ia(r))
b(r) = b(r)exp(—id(r)) (6.14)

iber.
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Nun ist zu losen:

hvp-Va(r) + [2% + 2thvp - (? — %A(r))

+ |A(r)|&(r)] a(r) — |A(r)| =0, (6.15)
hvp - Vb(r) — [2% + 2ihvp - (% — %A(r))

+ |A(r)|l~)(r)]5(r) +|A(r)| = 0. (6.16)

Im halbleitenden Bereich der Junction gelten folgende Beziehungen:
A(r)=0 und ¢(r)=0. (6.17)

Fiir den Halbleiter gilt dann (im neuen Koordinatensystem):

hvpai&(X) + l?en + 2ih%vFAy(X)] a(X)=0 (6.18)
eraiXB(X) — [QGR — QiR%vFAy(X)] b(X)=0. (6.19)

Man 16st diese Differentialgleichungen nun als ein Anfangswertproblem, indem
man annimmt, daf} tief im Supraleiter die Losungen a(X) und b(X) konstant
seien. Speziell heifit das:

i(c0) = = b(—00). (6.20)

Also gelte fiir @ der Ansatz:
a(X) = a(oo0)ePrX), (6.21)

wobei

Di(x) = [ " l— 2 21 Gn(0) A, (X") | dX". (6.22)
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Im gewidhlten Koordinatensystem erfolgt die Integration immer entlang der
Fermigeschwindigkeit, das heifit entlang der Trajektorie des Quasiteilchens:

%, 2% X
Di(X) = —h;FXnL%sm(O)/ A, (X")dX!
2€, 2ie
- ; ﬁ sin(6 / / B,dzdX'. (6.23)
(%
Letztendlich gilt somit:
a(X) = d(00)ePr ) idX) (6.24)

mit oben angegebenem D (X).

Die Betrachtungen fiir die zweite Differentialgleichung Gl. (6.19) bzw. auch GL.
(6.14) erfolgen analog. Der Ansatz lautet demzufolge:

b(X) = b(oo)eP2X), (6.25)
wobei D, gegeben ist durch:
012 2te
Do(X) = [ | + 25 sin(6) A4, (X)X 6.26
() = [ pen 4 3 sin(0),000) (6.20
Die Berechnung von D, erfolgt analog zu D,
2 "y 21
Dy (X) = _hZF Esm / A (XNdX'
2¢, X 226
_ —'0//BzddX’. 6.27
hvg + he sin(0) x Jo o ( )
Und auch fiir b gilt eine dhnliche Beziehung:
b(X) = b(oo)eP2X) =X (6.28)

mit oben berechnetem Dy(X).

An dieser Stelle ist es sinnvoll, sich nochmals die Beziehungen der Phase ¢ zu
vergegenwéirtigen. Aus der Gap-Funktion

A exp(i¢y) ; =< —L
A= 0 ;o |zl <L, (6.29)

A exp(igy) ; =>1L



44 Kapitel 6. Josephson-Strom in Abhéingigkeit vom allgemeinen Magnetfeld

und der Bedingung fiir einen idealen Meifiner-Effekt im Supraleiter:

h 2
Js = LnVe— “CA(r)n, =0 (6.30)
m mc
folgt:
Vo= ZA) (6.31)
" he ' ’

Somit gilt fiir die Phase ¢ in den einzelnen Bereichen (unter Beriicksichtigung
der speziellen Form von A = (0, A4,,0)):

. v 2e

im SLyeaws: ¢ = / A, (x)dy + 61 (6.32)
yo NC

. Y 2e

1m SLlinks : QS = h_Ay (I‘)dy + ¢2. (633)
yo NC

Daraus folgt die allgemeine Gap-Funktion:
Ao exp[=27% [ [¥ B.(r)dady +i¢1] ; =< —L
A= 0 ;o |zl < L. (6.34)

Ao exp(27% [§* [4 B.(v)dady +ig] 5 =>1L

Zuriickgehend auf Gl. (6.24) bzw. auf Gl. (6.14) unter Beriicksichtigung von
Gl. (6.20) erhiilt man somit:

Ao

a(r) =
€n + /€2 + AZ

2e,X | 2ie[ . X o
-exp<— ‘ w[sm(&) || Buw,y)azdx
0 0

h?)F +%

-L ry(X1)
+ /0 /y: Bz(:v,y)dxdy]—i-iqﬁl). (6.35)
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Durch #hnliche Uberlegungen gelangt man zu einem Ausdruck fiir b. Es gilt:
As

€n + /€2 + AL

b(r) =

2¢, X 2ie 0 rz
- _ e P B X
exp< hon + e [sm(ﬁ)/x/o . (z,y)dzd
L ry(X2)
—/ /y Bz(:v,y)dxdy] - i¢2>. (6.36)
0 Jy

Dieser Ausdruck ist giiltig fiir positive Werte der Fermigeschwindigkeit, d. h.
vr > 0. Anschaulich gesprochen ist dies gleichbedeutend damit, dafl sich das
Quasiteilchen auf seiner Trajektorie von links nach rechts bewegt.

Fiir den gesuchten Ausdruck a - b, aus welchem sich letztendlich der Strom
berechnen 148t, ergibt sich aus den Gleichungen Gl. (6.35) und Gl. (6.36) fol-
gender Ausdruck:

de, X . 2e [ —L [y(x1)
- exp (‘ hop +i{p1 — P2 + %[/0 /y B, (z,y)dzdy

_ /OL /yy(X2)Bz(x,y)dxdy]}>. (6.37)

0

Nun wird in das urspriingliche Laborsystem zuriick transformiert. Dieses La-
borsysystem wurde oben durch die Achsenabschnitte z und y entlang der Rich-
tungen a und b beschrieben. Im vorliegenden Fall lautet die Transformations-
vorschrift:

x

X=— O} (6.38)

Damit 148t sich nun schliellich ein expliziter Ausdruck fiir den gesuchten Stro-
moperator bestimmen. Nach einiger Rechnung ergibt sich letztendlich folgende
Beziehung fiir den Josephson-Strom iiber die Schichtstruktur bei einem allge-
meinen dufleren Magnetfeld B:
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Abbildung 6.2: Diese Abbildung veranschaulicht, weshalb an jedem Punkt der
Trajektorie der Quasiteilchen iiber alle Richtungen des Fermigeschwindigkeits-
vektors vy summiert werden mufl (Integration iiber #). Mit Hilfe dieses Vor-
gehens wird sichergestellt, dal wirklich die Beitrige aller Quasiteilchen zum
Strom erfalt werden. Alle Quasiteilchen heifit hier, Quasiteilchen mit einer
beliebigen (Richtung der) Fermigeschwindigkeit v .

de cos(9)\ ksT . A2
B = sre | oSV TEL S N ==
1) =sre [ Sivel (o)) o X Nessin®) 32 039
Dabei steht die Variable D fiir folgenden Ausdruck:
4e, L 4e, L
D = 2 (:osh(hUFz ) + 2€ny/€2 + AZ sinh(—— hor, )
4e, L ~
+A2 cosh(——) + AZ cos(e) (6.40)
h’l)pac

wobei

~ 2 (X1)
b= o ¢2+{h‘z(/0 [ B.(wasay

L ) (6.41)

In Gl. (6.41) entspricht der Ausdruck in den geschweiften Klammern gerade
271'%(;”), wobei ®(z, y) den magnetischen Flufl durch den Barrierenbereich und
&, das magnetische FluBquant bezeichnet. Hier ist der Strom in Abhéngigkeit
vom magnetischen Fluf} in der Probe angegeben, dieser Flufl wird in Vielfachen
des Fluflquants gemessen.
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Der Stromausdruck in G1.(6.39) beschreibt den Josephson-Strom fiir ein all-
gemeines, ortsabhingiges Magnetfeld. D. h. es konnen auch Stromverteilungen
fiir rdumlich variierende Magnetfelder berechnet werden. Dies ermdglicht in
Verbindung mit den Maxwell-Beziehungen die selbstkonsistente Berechnung
des Josephson-Stroms (s. Kapitel 8).



48 Kapitel 6. Josephson-Strom in Abhéingigkeit vom allgemeinen Magnetfeld




Kapitel 7

Strom-Charakteristik im
Bereich der Barriere

7.1 Strom-Phasenbeziehung in Theorie und Ex-
periment

Die Strom-Phasenbeziehung (CPR) im SNS-Kontakt, wie auch im SHS-Kontakt,
steht seit langem im Blickfeld des Interesses [46]. Betrachtet man die Tempera-
turabhéngigkeit der CPR, so ergibt sich aus der quasiklassischen Berechnung
der folgende analytische Ausdruck des Josephson-Stroms:

/2 .7
do kgT Npgsin ¢
J(o,B;x,y;¢e,) =8 e/ —vp(f)— 00l = 7.1
(¢ yien) W—w/2 o r(f) h E,LZ;() A? + Ay? cos ¢ 7
Dabei ist die effektive Phase
~ de
Oo=¢— h—BL(y — ztan#). (7.2)
c

Zusitzlich zur Abhéngigkeit vom duBeren Magnetfeld beinhaltet ¢ einen Zu-
sammenhang mit der Variation des Orts innerhalb der Barriere.

49
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(a) (b)

gate
SIOZ

Nb <= Nb
o

iversion layer

p—type InAs

Abbildung 7.1: (a) Schematischer Querschnitt des Josephson-Kontakts, der in
[20] benutzt wurde, um die Strom-Phasenbeziehung im mesoskopischen SHS-
Kontakt ohne dufleres Magnetfeld zu messen.

(b) Vergleich der experimentell gemessenen Strom-Phasen-Beziehung (Kreise)
mit einer sinusférmigen CPR (gestrichelte Kurve). Grafik {ibernommen aus

[20].

Der temperaturabhéngige Anteil des Nenners G1.(7.1) beschreibt das Tunneln
der Cooper-Paare:

de, I,  de L
A? = 2¢,% cosh( < )+ 2e\En? + A2 smh(g—)

hv F, hv F,
4e, L
. 7.3
=) (73)

+ Ag?(cosh(

Besonders fiir kleine Temperaturen zeigt diese Relation eine signifikante Ab-
weichung vom Sinus-Verhalten, die durch die zur Temperatur direkt propor-
tionalen Energieskala im Nenner GL.(7.1) zustande kommt (s. Abb. 7.2). Diese
Abweichung vom Sinus-Verhalten wird durch neueste Experimente [20, 21]
bestitigt (s. Abb. 7.1).

Im Gegensatz zu den theoretischen Erklirungen in den oben angegebenen Re-
ferenzen, enthilt die hier erlduterte quasiklassische Herleitung keine Fitting-
Parameter. Wird an den Kontakt ein dufleres Magnetfeld senkrecht zu des-
sen Ebene angelegt, so erhilt man eine effektive Phase ¢ im Bereich der
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Abbildung 7.2: Abweichung der quasiklassisch bestimmten Strom-Phasen-
Beziehung (rot) vom reinen Sinus-Verhalten (blau) in Abhéingigkeit der Phase
fiir verschiedene Temperaturen. Als kritische Temperatur wurde entsprechend
[20] T, = 5.25 K angenommen.

Halbleiter-Barriere, die zuséitzlich zur Phasendifferenz der Supraleiter eine ma-
gnetfeldabhéngige Verschiebung beinhaltet. Diese effektive Phase ist ortsab-
héngig, was zur Bildung von Wibelstromen fiihrt (vgl. Kapitel 8). Das Verhal-
ten in Anwesenheit eines Magnetfelds wurde bislang noch nicht experimentell
untersucht. Im Hinblick auf technische Anwendungen ist dieser Effekt interes-
sant, da er unter Umstinden die Moglichkeit er6ffnet, den Supra-Strom schnell
und sehr prézise zu modulieren.

7.2 Josephson-Eindringtiefe im Halbleiter

Um Informationen iiber die Stromverteilung innerhalb der Barriere in Abhing-
igkeit des dufleren Magnetfelds und der Temperatur zu erhalten, betrach-
tet man ein System, welches in z-Richtung eine im Vergleich zur Josephson-
Eindringtiefe A; geringe Ausdehnung besitzt. Die Josephson-Eindringtiefe ist
ein Maf} dafiir, wie stark das duflere Magnetfeld den Halbleiter-Bereich durch-
setzen kann (s. Abb. (7.3) und (7.4)). Zur Herleitung der Josephson-Eindring-
tiefe fiir eine sinusformige Stromverteilung wird iiblicherweise die eindimen-
sionale zeitunabhéngige Form der Wellengleichung fiir die Phase angenommen
[47]:
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Abbildung 7.3: Schematische Darstellung der Stromlinien im betrachteten
Kontakt, wie sie sich bei einem schwachen duflerem Magnetfeld einstellen. Die
Abschirmstrome der Supraleiter (S I und S II) bewirken, daff im halbleitenden
Bereich H das Feld nur bis zu einer Tiefe A;, der Josephson-Eindringtiefe, ein-
dringt. Die London-Eindringtiefe A ist im Vergleich mit den anderen Léngens-
kalen im System sehr klein.

0?¢  sing
i A4
wobei der Josephson-Strom gewdohnlich folgende Form besitzt:
J(BY) =T [ sin g(y)dy. (7.5)

Nimmt man die Breite der Barriere zu 2L und die London-Eindringtiefe als
sehr klein an, folgt fiir A;:

(7.6)

Fiir den Fall des in dieser Arbeit betrachteten SHS-Kontakts nimmt der Jo-
sephson-Strom im Halbleiterbereich folgende, quasiklassisch bestimmte, Form
an:
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Abbildung 7.4: Schematischer Verlauf der Stromlinien bei einem starken dufe-
rem Magnetfeld. Das Feld dringt in den Halbleitenden Bereich H ein — in
Vielfachen des Flufiquants &, = 3¢

A% sin[(z, y)]

J = 0 7 ’
Fsy  C+ A2 cos[d(z,y)]

(7.7)

wobei Ay und C Konstanten beziiglich x und y sind. Diese Groflen sind aus
Kapitel 6 bekannt (G1.(6.39) und (6.40)):

T
Ay = 87reg V| ( 098( ) ka1 Z Nrs (7.8)

sin(#) e’

und

4e, L .. de, L
C = 2¢ cosh(h )+2€n\/€%+A§OSIHh(W)

VF, Fy

de, L
2. 7.9
hor, ) (7.9)

+A2_ cosh(

Die Phase ¢ ist gegeben durch (vgl. Gl. (6.41)):

- 2e —L ry(X1)
¢ = ¢1—¢2+{—</ /yo B, (z,y)dzdy
y(Xz)
L B | (7.10)
Yo
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. Normierter Josephson—Strom
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Abbildung 7.5: Josephson-Strom in Abhéngigkeit der reduzierten Tempera-
tur T/T, und des dufleren Magnetfelds. Die Magnetfeldstéirke nimmt folgende
Werte an (von unten) B = 0.5 ¢¢/?, B = 0.6 ¢¢/£% und B = 0.7 ¢o/E2
Fiir T" — 0 steigt der Strom gegen einen konstanten Wert. Eine Analyse des
kritischen Stroms fiihrt zu vergleichbaren Ergebnissen [3].

wobei g = % einem FluBquant entspricht, das mit der Ladung 2e verkniipft

ist. Weiter ist ¢ die Phasendifferenz des betrachteten Kontakts ohne adufe-
res Magnetfeld. Fiir dieses System berechnet sich die Josephson-Eindringtiefe

folgendermaflen: Ausgehend von der anisotropen London-Gleichung,

0’B 0’B
2 z 2 z _
A7 oy + A7 52 B,(z,y), (7.11)
und der Maxwell-Relation
4
VxB=-"J (7.12)
c
folgt:
dr ,0J, 4m ,0J
B e e S Ay | . 1
c Lax ¢ J ay (xay) (7 3)
Fiir A2 /)% < 1 kann mit
4
VXVxB=-—Vx] (7.14)
c
leicht folgende Beziehung abgeleitet werden:
1 4
(~A+ —)B, = —d,J,. (7.15)
A7 c
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Abbildung 7.6: Aus dem selbstkonsistenten Wirbel-Strom berechnete
Josephson-FEindringtiefe in der Halbleiterbarriere als Funktion der reduzieten
Temperatur 7'/T, fiir unterschiedliche Stéirken des externen Magnetfelds.

Dabei gilt:

47 1
— = —-B,. .1
- Oy J X . (7.16)

Da die y-Abhéngigkeit des Josephson-Stroms ausschlielich in der Phase liegt,
gilt:

0J(B(z,y)) 8me d0| | ( cos )

oy ) F5+§V sin

06 (cosd A2 sing
. Npg - kgT - A2 - = S — 7.17
en2>0 " kB 00 ay( D D2 ’ ( )

wobei sich fiir die innere Ableitung nach y folgende Relation ergibt:
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0d 2 -L
v _ 2t B,
9y~ e (/0 (z,y)dzdy

Daraus folgt sofort die Josephson-Eindringtiefe A;:

—/ L (z,y)dxdy

y(X1)

1 1287%2 1 / 0¢
L vp|-cosf - Np, - kgT - A2, —
)\3 hie BZ(X(),YE)) Fs+ 27T| F| mz;o " 7 Ay (Xo,Y0)
~ A2 sin? §(x,,
(COS(¢<X0=Y0)) oA cos(«%fioy,oyl») (7.19)
C + AZ COS(¢(X0:Y0))

Die Josephson-Eindringtiefe ist in Abb. 7.6 dargestellt. Dabei ist ¢ die Ko-
hirenzlidnge. Die Josephson-Eindringtiefe ist hauptséchlich durch die Abhéngig-
keit des Supra-Stroms von der Temperatur und dem dufleren Magnetfeld be-
stimmt 7.5. Sie fillt fiir 77 — 0 gegen einen konstanten Wert, wie auch in
vergleichbaren Experimenten gemessen wurde [54]. Fiir ein ansteigendes ex-
ternes Magnetfeld nimmt \; zu.



Kapitel 8

Auswertung des
Josephson-Stroms und des

daraus resultierenden
Magnetfelds

8.1 Auswertung analytischer Ergebnisse

In diesem Kapitel wird der analytisch berechnete Term fiir den Josephson-
Strom Gl. (8.1) in Anwesenheit eines konstanten #ufleren Magnetfelds, und
das aus diesem Strom resultierende innere Magnetfeld graphisch dargestellt
und diskutiert. Dabei wird neben einer quantitativen Verdnderung des dufle-
ren Magnetfelds, was zu einer Anderung der effektiven Phase ¢ GL. (8.2) fiihrt,
auch der Fall einer Phasendifferenz zwischen den beiden Supraleitern betrach-
tet. In allen Féllen findet sich eine in y-Richtung periodische Wirbel-/Anti-
Wirbelstrafle (gegen bzw. mit dem Uhrzeigersinn).

w/2 ~

df kBT Npssingzﬁ
J(p,B;x,y;e,) =8 e/ —vp(0)— o2 = 8.1
(¢ ) ) 7T_7T/2 o F( ) B Enz;() A2+A002 COS¢ ( )

o7
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Dabei ist die effektive Phase

~ de
o=¢— %BL(y —ztanf). (8.2)

Alle weiteren Parameter wurden bereits in Kapitel 5 erklért.

Summiert man das resultierende Magnetfeld {iber den gesamten Bereich der
Barriere auf, so ist bemerkenswert, dafl in beiden Fillen, mit und ohne Phasen-
differenz, die Magnetfeldstirke gegeniiber dem urspriinglich angelegten duf}e-
ren Feld ansteigt. Dies bedeutet, die Wirbel in der Stromverteilung sind etwas
deutlicher ausgeprégt als die Anti-Wirbel. Es ist zu vermuten, dafl bei einer
Erweiterung des Modells von zwei auf drei Dimensionen, die Stromstéirke der
Anti-Wirbel noch weiter abnimmt oder sogar ganz verschwindet.

8.2 Strom- und Feldverteilung ohne Phasen-
differenz zwischen den Supraleitern

Fiir die graphische Auswertung bietet sich eine quadratische Form der Halb-
leiter-Barriere an. In der Realitét ist der Kontakt aber in y-Richtung beliebig
fortsetzbar und der in dieser Richtung periodische Quasiteilchen-Strom ebenso.
Es sind also verschiedenste experimentelle Anordnungen beispielsweise auch
zylinderférmige Kontakte, bzw. Sandwich-Strukturen denkbar.

Zwischen den beiden Supraleitern wird die Phasendifferenz in diesem Fall
als verschwindend gering angenommen. Auflerdem liegt keine duflere Span-
nung am Kontakt an, d.h. man betrachtet den statischen Fall der Wirbel-
Stromverteilung in der Barriere. Aus der Relation der effektiven Phase G1.(8.2)
ergibt sich die Symmetrie beziiglich des Koordinatenursprungs (s. Abb. 8.1),
welcher in die Mitte des Kontakts gelegt wurde. Diese Symmetrie bleibt fiir ein
homogenes Magnetfeld erhalten, auch wenn sich dessen Betrag dndert. Jedoch
die Periodizitdt der Wirbel, wie auch die Stromstéirke, werden vom Betrag des
Magnetfeldes modifiziert (s. Abb. 8.3). Das bedeutet die Wirbelstrafie wird in
Abhéngigkeit von dem in die Halbleiter-Barriere eindringenden Fluf gestreckt
bzw. gestaucht. Die Stromstérke &ndert sich entsprechend und somit auch das
daraus resultierende Magnetfeld in z-Richtung (s. Abb.(8.2) und (8.4)).
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Abbildung 8.1: Diese Abbildung zeigt die Stromverteilung im Bereich der halb-
leitenden Barriere. In dieser Betrachtung wird die Barriere als quadratisch mit
einer Kantenlinge von 2L angenommen wobei die Linge L in Vielfachen der
Kohérenzlénge ¢ gemessen wird. Das duflere Magnetfeld B wird in Vielfachen
von ®,/£? angegeben und betréigt hier 0.5-®y/£2. Die Phasendifferenz zwischen
den beiden Supraleitern ist verschwindend gering.
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Resultierendes Magnetfeld
in z-Richtung,

Abbildung 8.2: Resultierendes Magnetfeld B gemessen in Vielfachen von ®,/£2.
Das duflere Magnetfeld hat die Stéirke 0.5-®,/£2, d. h. in die Barriere dringt ein
Flufl von 2®, ein. Auf dem Contour-Plot, der dem Graphen des Magnetfelds
unterlegt ist, sind die Strom-Wirbel rot und die Anti-Wirbel blau zu erkennen.
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Abbildung 8.3: Quasiteilchen-Strom fiir ein dufleres Magnetfeld der Stirke
®,/£2. Wie man erkennen kann, beeinflut eine Erhohung der Stérke des dufle-
ren Magnetfelds lediglich die Anzahl der vorhandenen Wirbel und Anti-Wirbel
und den Abstand der Wirbelzentren, sprich die Periodenldnge der Stromvertei-
lung. Die Fixierung eines Wirbels am Nullpunkt, d. h. in der Mitte der Barriere,
bleibt unabhéngig von der Stirke des dufleren Magnetfelds erhalten.
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Resultierendes Magnetfeld

in z-Richtung

Abbildung 8.4: Aus dem Quasiteilchen-Strom resultierendes Magnetfeld fiir ein

vorgegebenes dufleres Feld der Stirke @, /&2.
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8.3 Strom- und Feldverteilung bei endlicher
Phasendifferenz

Nimmt man eine nicht verschwindende Phasendifferenz zwischen dem linken
und dem rechten Supraleiter an, so ergibt sich im Wirbel-Strommuster (Abb.
8.5) eine Verschiebung in y-Richtung (Gl.8.1). Das resultierende Magnetfeld
(Abb. 8.6) verschiebt sich im hier verwendeten Modell mit dem Strom in y-
Richtung. Das bedeutet: Gelingt es, die Phase der Cooperpaare in den beiden
Supraleitern dynamisch zu variieren, so erreicht man eine kontinuierliche Be-
wegung des Wirbelmusters und der resultierenden Magnetfeldverteilung in y-
Richtung. Um solche Nichtgleichgewichtseffekte behandeln zu kénnen, muf al-
so das Modell dahingehend erweitert werden, daf} eine Zeitabhéngigkeit beriick-
sichtigt wird, um beispielsweise auch Hysterese-Effekte im Kontakt zu beriick-
sichtigen.

Treffen die Wirbel im Fall einer in y-Richtung langen aber beschrinkten Bar-
riere auf die Grenzfliche zum Vakuum auf, so strahlen sie Energie proportional
zu ihrer Stromstérke ab, d.h. man erhélt einen Sender. Ein Teil der Energie
wird sicherlich an der Grenzfliche des Kontakts reflektiert, dies kann jedoch
unter Umstidnden durch eine geeignete Bauweise des Josephson-Elements mi-
nimiert werden [3, 48]. An dieser Stelle eréffnet sich eine interessante Anwen-
dungsmoglichkeit fiir den SHS-Kontakt, leider wurden jedoch bisher wenige
Experimente auf diesem Gebiet durchgefiihrt.
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Abbildung 8.5: Wibelstréme innerhalb der Barriere bei einer Phasendifferenz
der beiden Supraleiter von 7/2. Das Wirbel-Strommuster verschiebt sich um
eine halbe Periodenlinge in y-Richtung. Durch Variation der Phasendifferenz
mittels eines dufleren Stroms konnte man eine Bewegung der Wirbel in y-
Richtung erzeugen. Das Ausgangsmagnetfeld betriigt 0.5 - ®q /&2
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Resultierendes Magnetfeld
in z-Richtung

Abbildung 8.6: Verschiebung des resultierenden Magnetfelds fiir eine Phasen-
differenz der Supraleiter von 7/2 um eine halbe Periodenlinge in y-Richtung.
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8.4 Numerische Auswertung der Selbstkonsi-
stenzrechnungen

Der Josephson-Strom und das Magnetfeld im Bereich der Barriere beeinflussen
sich gegenseitig, d.h. man sto3t an dieser Stelle auf ein Selbstkonsistenzpro-
blem, das in dieser Arbeit unter Benutzung der Methoden in Kapitel 5 nume-
risch gelost wird. In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse dieser Selbstkon-
sistenz-Rechnungen diskutiert.

Bei hohen Temperaturen ergibt sich eine duflerst schnelle Konvergenz, fiir Tem-
peraturen nahe dem absoluten Nullpunkt werden deutlich mehr Iterations-
stufen benétigt. Schlieflich 148t sich jedoch fiir alle Temperaturbereiche eine
selbstkonsistente Form des Josephson-Stroms finden, sofern beachtet wird, daf3
bei tiefen Temperaturen alle Matsubara-Frequenzen zum Strom beitragen [49].
Der Effekt der Verschiebung der Wirbelstréme in y-Richtung fiir eine endli-
che Phasendifferenz der Supraleiter, wie in der analytischen Rechnung gezeigt
wurde (s. Kapitel 8.3), bleibt erhalten (s. Abb. 8.15). Die nun folgenden Ab-
bildungen zeigen die Abhingigkeit des Stroms und des Magnetfelds von der
Temperatur und der Ausdehnung des Kontakts. Dabei zeigt sich, dafl Wirbel-
stréme zwar auf dem gesamten Temperaturbereich zwischen 7} und 0 qualitativ
vorhanden sind, jedoch fiir tiefe Temperaturen die Stromstéirke der Kompo-
nenten und des Gesamtstroms wesentlich hoher ist. Dies wurde experimentell
(s. Kapitel 8.1) bestétigt. Weiter zeigt sich, daf§ die Richtung der Stromkom-
ponenten zwar erhalten bleibt, sich aber die Verteilung der Stromstéirke dahin-
gehend verdndert, dafl bei tiefen Temperaturen, relativ hohen Magnetfeldern
und extrem langen Kontakten nur noch periodisch wechselnde parallele und
antiparallele Komponenten in der Mitte der Barriere eine Rolle spielen. Dies
wird in den nachfolgenden Abbildungen dargestellt. Demzufolge dndert sich
auch die Topographie des Magnetfelds qualitativ. Quantitative Verdnderun-
gen des Magnetfelds bzgl. des dufleren Magnetfelds liegen im Promillebereich,
fiir relativ kleine Magnetfelder und niedrige Temperaturen auch im Prozentbe-
reich. Der hier beschriebene Effekt ist also sehr klein. Das Wirbelmuster und
das resultierende Magnetfeld werden jeweils iiber eine Periodenlidnge graphisch
dargestellt.
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Abbildung 8.7: Selbstkonsistenter Josephson-Strom fiir einen langen, aber end-
lichen Kontakt. Das duflere Magnetfeld B, hat die Stirke ®,/(£2). Die Pha-
sendifferenz der Supraleiter ¢ ist 0, die Temperatur betrigt 0.8-7,.. Dargestellt
wird die Verteilung iiber eine Periodenlénge in y-Richtung.
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Abbildung 8.8: Resultierendes Magnetfeld in Vielfachen von ®,/(£?) fiir eine
lange, aber endliche Junction zur Stromverteilung in Abb. 8.7. Dieser Effekt
ist minimal.
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Abbildung 8.9: Selbstkonsistenter Josephson-Strom fiir eine lange, aber endli-
che Junction. Das duflere Magnetfeld By hat die Stirke ®/(£%). Die Phasen-
differenz der Supraleiter ¢ ist 0, die Temperatur betragt 0.4 - 7.
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Abbildung 8.10: Resultierendes Magnetfeld in Vielfachen von ®,/(£?) fiir einen
langen, aber endlichen Kontakt zur Stromverteilung Abb. 8.9. In x-Richtung
werden erste Strukturen als Auswirkungen der endlichen Linge des Kontakts
sichtbar.
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Abbildung 8.11: Selbstkonsistenter Josephson-Strom fiir einen langen, aber
endlichen Kontakt. Das duBere Magnetfeld By hat die Stirke ®,/(£?). Die
Phasendifferenz der Supraleiter ¢ ist 0, die Temperatur betrégt 0.1 - 7..
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Abbildung 8.12: Resultierendes Magnetfeld in Vielfachen von ®,/(£?) fiir eine
lange, aber endliche Junction zur Stromverteilung Abb. 8.11.
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Abbildung 8.13: Selbstkonsistenter Josephson-Strom fiir einen langen, aber
endlichen Kontakt. Das duBere Magnetfeld By hat die Stirke ®4/(£?). Die
Phasendifferenz der Supraleiter ¢ ist 0, die Temperatur betriigt 10~ - T,
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Abbildung 8.14: Resultierendes Magnetfeld in Vielfachen von ®,/(£?) fiir einen
langen, aber endlichen Kontakt zur Stromverteilung Abb. 8.13.
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Abbildung 8.15: Selbstkonsistenter Josephson-Strom fiir eine lange, aber end-
liche Junction. Das #uflere Magnetfeld By hat die Stirke ®/(£2). Die Phasen-
differenz der Supraleiter ¢ betrdgt 7/4, die Temperatur 0.5 - T,. Deutlich zu
sehen ist die Verschiebung der Wirbelzentren in y-Richtung.
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Abbildung 8.16: Resultierendes Magnetfeld in Vielfachen von ®,/(£?) fiir einen
langen, aber endlichen Kontakt zur Stromverteilung in Abb. 8.15. Die Topo-
graphie verschiebt sich mit den Stromwirbeln in y-Richtung.
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Abbildung 8.17: Selbstkonsistenter Josephson-Strom fiir eine endliche, lange
Junction. Das dufiere Magnetfeld By hat die Stiirke 0.6 - ®o/(&?). Die Phasen-
differenz der Supraleiter ¢ ist 0, die Temperatur betréigt 0.5-T,. Die Ausprigung
der Wirbel in x-Richtung nimmt mit sinkendem &duflerem Magnetfeld zu.
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Abbildung 8.18: Resultierendes Magnetfeld in Vielfachen von ®,/(£?) fiir einen
langen, aber endlichen Kontakt zur Stromverteilung Abb. 8.17.
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gen Kontakt. Das duere Magnetfeld By hat die Stiirke ®,/(£?). Die Phasen-

Abbildung 8.19: Selbstkonsistenter Josephson-Strom fiir einen unendlich lan-
differenz der Supraleiter ¢ ist 0, die Temperatur betragt 0.8 - T..

Abbildung 8.20: Resultierendes Magnetfeld in Vielfachen von ®,/(£?) fiir einen
in y-Richtung unendlich langen Kontakt zur Stromverteilung Abb. 8.19.
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Abbildung 8.21: Selbstkonsistenter Josephson-Strom fiir einen unendlich lan-
gen Kontakt. Das duflere Magnetfeld By hat die Stirke ®,/(£?). Die Phasen-
differenz der Supraleiter ¢ ist 0, die Temperatur betragt 0.4 - 7.
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Abbildung 8.22: Resultierendes Magnetfeld in Vielfachen von ®,/(£?) fiir einen
in y-Richtung unendlich langen Kontakt zur Stromverteilung Abb. 8.21.



Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Diplomarbeit diskutiere ich die Josephson-Stromverteilung im balli-
stischen, langen SHS-Kontakt. Dies beinhaltet insbesondere die Betrachtungen
des Kontakts im dufleren Magnetfeld. Der durch das &uflere Feld verursachte
Suprastrom fiihrt zu einem Selbstkonsistenz-Problem fiir das effektive Magnet-
feld. Die numerische Losung liefert folgende Ergebnisse:

e Das externe Magnetfeld verursacht in der Halbleiter-Barriere Quasiteil-
chen-Wirbelstréme. Die Strom-Phasenbeziehung zeigt fiir kleine Tem-
peraturen eine signifikante Abweichung vom Sinus-Verhalten, die durch
experimentelle Untersuchungen [20, 21] bestétigt wird. Es existiert eine
effektive Phase, welche neben der iiblichen Abhingigkeit von der Pha-
sendifferenz der Supraleiter auch einen vom Magnetfeld und einen vom
Ort abhéngigen Term beinhaltet.

e Bei Erhchung des dufleren Magnetfelds zeigt sich ein Wirbelmuster mit
verkiirzter Periodenlénge und schwécher ausgeprigten Stromwirbeln. Dar-
aus ergibt sich, dafl jeder Stromwirbel bzw. Antiwirbel einen relativ ge-
ringeren Beitrag zum effektiven Magnetfeld liefert.

e Mit sinkender Temperatur steigt die Stromstirke des Supra-Stroms. Die
Periodizitét bleibt erhalten, jedoch verdndert sich die Charakteristik der
Wirbel dahingehend, dal die Komponenten in der Mitte der Barriere

75
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(d. h. in x-Richtung) verstirkt werden, was zu einer qualitativen Verédnde-
rung des effektiven Magnetfelds fiihrt.

e Die Josephson-Eindringtiefe \; charakterisiert die Bindung der Abschirm-
strome an den Barrierenrand. Die graphische Auswertung ergibt ein Ab-
fallen mit der Temperatur gegen einen konstanten Wert fiir 7' — 0. Fiir
steigendes dufleres Magnetfeld nimmt \; zu.

Bisher wurde ein zweidimensionales Modell mit einer statischen Strom- und
Magnetfeldverteilung betrachtet. Fiir weiterfiihrende Untersuchungen ist es
interessant, das Modell bzgl. folgender Aspekte zu ergénzen: Als erstes bietet
sich an, die Dynamik (Zeitabhéngigkeit) des Magnetfelds und der Phasendif-
ferenz zu beriicksichtigen. Damit wire ein dynamisches Verhalten der Strom-
wirbel, z. B. in einem Hochfrequenzfeld, beschrieben. Eventuell auftretende
hystereseartige Auswirkungen konnten diskutiert werden. Desweiteren ist es
fiir technische Anwendungen von Interesse, eine Energiebilanz fiir das gesamte
dynamische System aufzustellen. Die Beriicksichtigung der dritten rdumlichen
Dimension ist ebenfalls von Bedeutung, da sich dabei Effekte, zeigen wie z. B.
die Wechselwirkung zwischen Wirbel- und Antiwirbel oder auch sogenannte
finite-size Effekte zeigen konnten. Ferner wére es interessant das Modell im
Hinblick auf unkonventionelle Supraleiter zu erweitern.

Bisher wurde die erhebliche Abweichung des Josphson-Stroms vom Verhalten
in einem konventionellen Tunnel-Kontakt experimentell bestimmt. An dieser
Stelle wire es notwendig, die magnetfeldabhéngige Strom-Phasenbeziehung zu
messen, und das Wirbelverhalten im Bereich der Halbleiterbarriere zu bestéti-
gen.

Aus der Relation fiir den Josephson-Strom ergibt sich die Moglichkeit, den
Supra-Strom mittels eines &ufleren Magnetfelds sehr prézise zu variieren. Dieser
Aspekt ist fiir technische Anwendungen (Transistoren) von grofiem Interesse
sein. Gelingt es, die Dynamik der Stromwirbel in der Barriere zu kontrollieren,
so wire dies evtl. fiir den Bau eines Mini-Senders von Bedeutung.



Anhang A

Fourier-Transformation des
Josephson-Stroms

In einem langen SHS-Kontakt wurde der Josephson-Strom fiir ein konstantes
Magnetfeld B unter der Annahme von Andreev-Reflektion analytisch berech-
net. Zur Bestimmung des aus dem Josephson-Strom resultierenden Magnet-
felds, wird der Strom durch eine Fourier-Transformation in y-Richtung auf eine
Form gebracht, die sich spéter fiir die Anwendungen der Maxwell-Gleichungen
als besonders geeignet erweisen wird. Die y-Richtung wurde deshalb gewé&hlt,
weil das hier behandelte Problem in diese Richtung eine Translationsinvarianz
aufweist, und periodischen Randbedingungen geniigt.

Ausgangspunkt ist also der Strom fiir ein konstantes Magnetfeld B in z-
Richtung. Dieser Josephson-Strom wurde bereits berechnet und ist durch fol-
gende Beziehung gegeben:

w/2

T
J(¢,B;z,y;60) = 8me / ﬁVF(ﬁ)kL > A
2m h =
—7/2 "
. NFS SiIl(Z (A 1)
A2 + A ?cos ¢ '

wobei der fiir nachfolgende Betrachtungen relevante Anteil folgendermaflen

7
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aussieht:
sin
j(z,y, B, ¢;en) = AOOQA2 " A:; poo:s (A.2)
Also:
" dp ksT
J(¢,B;x,y;e,) = 8me / %VF(Q)NFST
_—
-;j(w,y; B, ¢;en) (A.3)

mit folgendem Ausdruck fiir die Fermigeschwindigkeit:

_ vre cos
)= () = (220 »
Der Ubersichtlichkeit wegen wird gesetzt:

de, I, de, I,
A? = 2¢,% cosh( hg )+ 2enVen? + A’ sinh(hg—)

UF, VF,

9 den, L
+ Ay (COSh(TwFE ) (A.5)
5= 56, B:0:,) = 6 — L BL(y — 7 tan(6). (16)

Fiir die Selbstkonsistenzrechnungen ist es notwendig, aus diesem Strom wie-
der ein Magnetfeld auszurechnen, um dieses dann rekursiv einzusetzen. Der
hier berechnete Josephson-Strom weist eine Periodizitdt (Wirbelstrafie) in y-
Richtung auf. Durch eine Fourier-Transformation des ortsabhingigen Teils j
des Josephson-Stroms in y-Richtung reduziert sich die Ortsabhingigkeit auf
den Parameter x.

A.1 Die Transformation

Die Periodizitédtsbedingung lautet:

J("an+YPaBa¢;6n) :J(xay,Ba¢;€n) (A7)
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her dq
Yp = = A.
~ 'PT5.BL  2BL (A.8)
2
oy = he _ 2mhe _ hem = FluBquant (A.9)

T 2% 2e e

Die Bedeutung der Gréfle Yp liegt in der anschaulichen Interpretation, sie
charakterisiert den Abstand zwischen je zwei Wirbelzentren. Jeder Wirbel bzw.

Antiwirbel tragt dabei genau einen Flufl von %.

An dieser Stelle fiihrt man nun eine neue Variable in Abhingigkeit des Flusses
ein:

2m de .
= ?Pny = %BLny mit n, € Z, (A.10)

Qy
so 1aft sich j als Fourier-Reihe schreiben:

i(@,y, B, ¢ye,) =Y €%cq, (z; B, ¢; €5). (A.11)
@

Bestimme y aus der Definition von ¢:

B hc
~ 4eBL

y (6 — ¢+ gtan(a)xm}, (A.12)

und

dy = —d¢ (A.13)

" 4eBL’

do = —dy - - BL. (A.14)

Daraus folgt schliefllich:

Yo YpEBL

_do
By 2
do

= ——, Al
o (A.15)
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Der Fourier-Koeffizient cg, berechnet sich wie folgt:
1 F
co, = 3 [ dy- (6, Biay) (A.16)
0

Yp
- L / dy - e~ 1@ wBT 9= 9+ 75 BL tan(0)
Yp /

.7(¢1 B;:r,y), (A17)

setzt man nun @, aus Gl. (A.10) ein, so folgt daraus:
Yp
1 o de ,
_ —/dye iny (¢ ¢+hC$BLtan( )]
YpJ

j(z,y; B, ¢;€p)

Yp
e—iny(¢+%wBLtan(0)) . i / dy - einyzi;
Yp /

j (@, y; B, ¢;6n). (A.18)
Aus GI. (A.15) folgt:
d
Yp = -2, (A.19)
d¢
und weiterhin folgt aus Gl. (A.13):
dy_ _depy (A.20)
d¢ he
Mit der GI. (A.10) ergibt sich schliefilich:
ty_ 0 o

dq~5 B Ny Y
Dies wiederum eingesetzt in Gl. (A.19), ergibt:
Yp = 2m, (A.22)
was letztlich der Periodizitdt in y-Richtung entspricht.

Nach diesen kurzen Betrachtungen 148 sicht nun fiir den Fourier-Koeffizienten
cq, weiterschreiben:

2w d_(g
) 0 27

co, e—z’ny(qb—l—% tan(f)zBL) (_1)
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A.2 Berechnung der Fourier-Reihe mit dem
Residuensatz

Um den Residuensatz zur Berechnung der Fourier-Reihe anwenden zu koénnen,
bendtigt man eine geeignete Parametrisierung des Integrationswegs in der kom-
plexen Ebene um das Residuum herum. Deshalb fiihre ich an dieser Stelle
folgenden Substitution durch:

z=¢" (A.24)
Daraus folgt:
dz = ie'dd (A.25)
=iz - dg, (A.26)
wobei
~ 1d
dé = -2, (A.27)
iz
und weiterhin
ey — v, (A.28)

Damit folgt nun fiir das Integral im Fourier-Koeffizienten Gl. (A.23):

2w @emyé ) A002 sin ¢

-1 =, A.29
(=1) 0o 27 A2 + A2cos o ( )
1 d AOOZ nyl(, 1
_: 7{ @z = ZA 221(2 1) (A.30)
if s EeAAEEY
wobei
IK={z ¢ C| |z]=1}
z — €% fir ¢ e [0,27] (A.31)
Mit dieser formalen Ersetzung 148t sich nun also weiterschreiben:
1 (ny—1)(,2 __ 1
= - 2 Oz = 1) (A.32)

= dz - A2 -
2 7{ ‘ A2z + APL(22 + 1)
oK
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1 rdz ) 2™ (2% — 1)
N NS A.33
2J 2 A2+ APL(22+1) ( )
1 rdz 2w (22 —1
= ST G R (A.34)
z oy + 2241
dz 2w (22 —1
= — ¢ ZLA2 #. (A.35)
ok z Al + 2241

Die Pole in der komplexen Ebene sind leicht zu bestimmen, und ergeben sich
zZu:

A? A?
e o= o (22 (A.37)

Fir A2 > AL’ folgt:

|z_| > 1, (A.38)
und
zy = AA:Q (%:2)2 -1 (A.39)
G R R (= A NN
() -1
e <1Aﬁz>2 -1 -
Somit gilt also:
|24 < 1. (A.42)

Nun zur Berechnung des Integrals mit Hilfe des Residuensatzes (s. Abb.A.2).
Sei:
1 2M(22-1)

z) = —— 5 A.43
_ ) (A.44)
z2+22AA22—|—1' ’

{o o]

So ist:
Res [z2=2, f(2)]=0 fiir n,>0 (A.45)
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Abbildung A.1: Schematische Darstellung zur Anwendung des Residuensatzes.
Gezeigt ist der bendtigte Integrationsweg in der komplexen Ebene.

erfiillt. Der Fall n, = 0 eriibrigt sich, da ) Res[z = 2y, f(2)] = 0 gelten mu$.

Im Folgenden wird in Kiirze die Bestimmung des Residuums der Funktion f(z)
an der Stelle z, vorgefiihrt.

222 = 1)

Res[z = z1, f(z)] = Res[z = 24, R z_)] (A.46)
ny—1, 9
oz (1) . o
= - —+z_) Res[z = 24; po Z+]. (A.47)
Dabei gilt:
Res[z = z4; i] =1 (A.48)

Demzufolge 148t sich nun also weiterschreiben:

2™ (242 — 1)
2y — 24
M2y (24— 20)
(24 —2-)
= 2™ (A.49)

Res[z = 245 f(2)] =

%4
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Dies eingesetzt in Gl. (A.35) ergibt schliefilich weiterhin:
2w (22— 1)

(z = 2)(z = 2-)

?{dz-f(z) = —2mi-Res [z=2zy, ]
oK

= —2mi-z "™

: (=D™
= —2mi- _ . (A.50)
(=
Das heifit, der Fourier-Koeffizient fiir n, > 0 hat also letztendlich folgende
Gestalt:

cQ, = —2mi (=)™ e~y (9Hig tan(0)BLa) (A.51)
Yy 2 2
(Aio2 (AAOO2)2 - 1)“2‘1

Der Fall n, < 0 ergibt sich durch komplexe Konjugation des Fourier-Koeffizienten.
Die komplexe Konjugation ausgefiihrt, liefert folgendes Ergebnis:

C*Qy — _27TZ (_]-) Y . emy(¢+% tan(@)wBL) (A.52)

2 Ty
2 2
ERICIR

Somit folgt fiir die Fourier-Transformierte von j fiir n, < 0:

5@,y 6, B0, 6) = D eV (cq,) (A.53)
Qy

= Y €9 (cq,) (A.54)
Qy

= ) e .cq,. (A.55)
Qy

Mit Hilfe dieser Aussage, erkennt man sofort, daf} folgende Identitét erfiillt ist,
némlich:

7"z, y; 0, By en) = j(x,y; ¢, B; €n). (A.56)

Dies wiederum heifit, dafl der betrachtete Josephson-Strom reell und durch
folgenden Ausdruck gegeben ist:

w/2
_ do cos@ \ kT
JQy(¢’B’r’5n) = 8me // %UF< sin ) TNFS
—m/2

> e ey, . (A.57)

en>0 Qy
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In diesem Kapitel wurde eine Fourier-Transformation eines berechneten Josephson-
Stroms iiber eine SHS-Schichtstruktur angegeben. Im néchsten Kapitel wird
daran ankniipfend gezeigt, wie dieser transformierte Strom dazu benutzt wird,
um im Einklang mit den Maxwell-Gleichungen eine selbstkonsistente Lésung
des Schichtstrukturproblems herbeizufiihren. Der fouriertransformierte Strom
wird sich dabei als besonders geeignet erweisen, dieses Problem zu 16sen.
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Anhang B

Die Berechnung des
resultierenden Magnetfelds

Um das resultierendes Magnetfeld in realen Laborkoordinaten (z,y) zu er-
halten, wird aus Gl. (5.17) die Fourier-Transformierte errechnet und in das
Laborsystem zuriicktransformiert, vergleiche hierzu auch Kapitel ?? und GI.
(5.19), d.h.:

B(z,y) = Y e*¥Bg, (). (B.1)

Mit dem Ubergang 8, — Q, werden die Terme auf der linken Seite von Gl.
(5.11) weiter vereinfacht:

4
Q: = nyh—iBL - tan(f) (B.2)
4
1 1) _n . de i de i
(%bézz = b;y)oe y¢(—my% tan()BL) - e et (9)BL (B.4)

—in 4e
82()83 = —b;ly)oe ”’nyQ(ﬂ)Q tan®(0) B*L?

e—iny% tan()BLx (B5)
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4 . . e
2oy = (7o), BRI - eminvt i e @B, (B.5)

Somit gilt fiir die linke Seite von Gl. (5.11):
2p(1) 2p(1) _
—0,bg, + Qybg, =

4 e
(o )Pny B2 g (tan?(6) + 1) - im0+ i wn(OPLe), (B.7)
Vereinfache nun die rechte Seite:
4
OzCq, = (—inyh—i tan(0)BL)cq, (B.8)
dm ) A 4de
7(835% —iQyvz)cq, = - %ZBLCQ'“’ (tan(6)vy + vy) (B.9)
dm
7(6 vy — 1Qyvg)Cq, =
4 4 de
= %(—inyh—i tan(0) BLv, — Zh BLnyv,)cq, (B.10)
4 4
= —i%ny heBLch (tan(6)vy, + vy) (B.11)
3272
= ——7% ——BLd, ny(tan(0)v, + v,)
e my(¢+4e tan(6 )BL:c). (B.12)

Gleichsetzen der beiden Terme Gl. (B.7) und Gl. (B.12) liefert als Losung b,(lly) 0

92 b 1) + Q- b“)

= o) (h )?n2 B2L*(tan*(0) + 1)
c
‘e—my(¢+% tan(6 )BLx), (B13)
wobei:
212 dn P
e = e (B.14)
£nyBL(tan” 0 + 1)
_ _27r2dny!vp|(tan(0)2sin0+cos0) (B.15)
£nyBL(tan” 6 4 1)
_ _2rdvvel(tan®0 +1) - cosf (B.16)
ﬁnyBL(tan 6+1)
_ _27T2d”y|VF"COSG‘ (B17)

%nyBL
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Daraus folgt dann:

b(l)(m) — b(l)o . 6—iny¢6—iny2—2tan(9)BLx
ny

Ny

(1)

ist Losung mit b, ', wie oben angegeben. Also hat bgy)o folgende Form:

1
bsy)o = b d",

y
wobei:
27T cos 0
by = BL —p57 |Vl
_ _27r VF,
#BL '
Damit folgt weiter:
bgy — n_yb oe (¢+2< tan(0) BLx) ) dne:
setze:
g:=d-e” i(¢+ 72 tan(¢) BLz)

b7(11) = iqny bOa
Y n

Y

Ozvycq, =

—2mny 3% tan (0) BLoy (—1)"ve~ iny (¢+7; tan(0)v-B-L)

A22 "
A2+ oo _1

also gilt fiir das fouriertransformierte Magnetfeld:

/2

dé kgT
B(lg = 8me / i > Nps- —(] " bo,

771,/2 27T h En>0

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)
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und fiir das riicktransformierte Magnetfeld:

Ny

w/2
do kgT
= 8me / —~2= %" Nrsbo
2 h en>0
—7T/2 n
Z @y . iqny' (B.27)
Ty Ny
Dabei ist:
e = (efRePIY = (qy). (B.28)
Also gilt:
" 40 kpT
B(z,y)V = 8re / — 2B > Npsbo
2 b =,
—7/2 "
1 n
ny Y
" 46 kT 1
= sre [ 2EPSS Npshy Yook, (B.30)
2t b =, — ny
—7/2 n v
hierbei wurde
k=q-a (B.31)

gesetzt. Zur Berechnung der Summe wird nun ein gingiges Verfahren ange-
wendet:

ny Y
Die Ableitung lautet:
o o0 1
flz)= > z2m"t=> 2= (B.33)
ny=1 1y =0 1=z

= f(z) = —In(1 —2). (B.34)
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Also folgt fiir das riicktransformierte Magnetfeld:

w/2
df kgT
B(xay)(l) = —8me / %%ZNFS'bO'ln(l—Z)
_7.(./2 En>0
"% 40 kyT
= —8re / —LZNpsbo
2t b =
_7-r/2 n

‘In(1 — GHEBLY | g . o iHis tan(0) BLz))

w/2
do kgT
= —8me / 2——2 ZNFS‘bO
—7/2 T €n>0

de

‘In(1 —d- e~ H(¢+75 BL(z tan(9)—y)))

w/2
= —8re / ﬁkB—TZNFS
—n/2 ™ h en>0
Boln(l —d- ). (B.35)

Da der urspriinglich betrachtete Josephson-Strom reell ist, kann auch das von
ihm verursachte Magnetfeld nur einen Realteil besitzen. Also sieht der Term
fiir das resultierende Magnetfeld des Josephson-Stroms in Laborkoordinaten
folgendermaflen aus:

w/2
873 do kgT
o - 2= VBT
B(z,y) 7 / on % EEQONFS
—m/2 n
(tan?6 + 1) cos @ ~
tan?0 3 1) EL \vr|In(1 + d* — 2d cos ¢). (B.36)
h

Um die voranstehende Rechnung zu iiberpriifen, setze ich das errechnete Ma-
gnetfeld in die Maxwell-Gleichungen ein, und errechne den Ausgangsstrom.
Aus den Maxwell-Gleichungen ergibt sich nun:

4 % B:
J.— =rotBY = | —-9,B, (B.37)
C

0
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/2
c df kgT
J=-°. /—— N
= 8w T 2t h EZ>O rs
—7/2

27 (sin @ tan(f) + cos 0)|vy|
BL(1 + tan? )

2d- ¥£BL ind
e _ ( sin¢ ) (B.38)
2+ (1+d? —2dcos¢) \ sin¢tan(f)
/2
o kgT 2m|vp|h
= —2c / —_— Npg -
S 2r b 3 BL
tan? 6 + 1 2d%BL
r————— cosf - _
tan®6 + 1 2(1+ d? — 2d cos ¢)
.sinq; cos
cosf \ sind
" 40 kyT 0
_ av kp . cos
= ]_67'{'6 / 27T—h Z NFS |VF| ( sin0 )
_71—/2 en>0
dsin ¢
L (B.39)
1+ d? —2dcos ¢
Berechnung des letzten Faktors durch einsetzen von d fiihrt auf:
d . -1
1+d?—2dcos¢ (sz)-l- (%)2_1
1
1+ 2005(;5
(A5)2+(A)2- 1+2( A22>\/ N
- = (B.40)
A2 A2 o
a2 TV azE + + 2cos
B (AooZ) Aijrl-\/(ﬁjz)?—l ¢
= - (B.41)
(A“22)2+(AA2 142 5225), [ (25)2-141 5
= 2 \/ A2 = + 2cos ¢
+ 27
- (B.42)

(2225)7—14( A )\/< A2 2 149 )
(- Doc” + cos ¢)

(A‘;j2)+\/(%2)2—1
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erweitert mit:

e (B.43)
(3.7
()
folgt daraus:
d
1+ d?—2dcos
= 1 (B.44)
ooty (DN 1 g
2 2 2 2 2
Bt () (-t ()
-1
= =, (B.45)
2((%) + cos @)
nochmals erweitert mit:
Ay?
A2 (B.46)
ergibt schliefflich:
d Ay?
(B.47)

14+ d? —2dcos N _2(A2 + As2cos @)

Die Probe ergibt schlufiendlich wieder den zu Anfang verwendeten Ausdruck
fiir den Strom:

w/2
dl kgT cos @
3= s [ 5% ZNFS""F"(sine)
_ﬂ_/2 6n>0

A2 -siné

. _ B.48
A2 £ A ? - cosd ( )
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